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i tome 
жиа АНУ ЯҒ 1987 年 兽 次 面 寥 ， 出 版 这 套 从 书 的 目的 如 
下 : 

传统 认为 ， 商 等 数学 理论 应 由 数学 专家 讲授 ， 但 数学 作为 物 
理 及 工程 技术 领域 的 应 用 工具 ， 有 了 时 并 无 此 必要 ， 这 套 从 书 以 直 
жаву E, 力求 从 工学 的 角度 描述 数学 理论 . 它 共 分 七 册 ，, 包括 
线性 代数 ， 常 微分 方程 ， 偏 微分 方程 ， 多 变 重 及 复 变 画 数 的 微 积 
分 学 ， 博 里 叶 解 析 (Fourier analysis), 概率 论 等 内 容 . 它 的 定义 ， 
定理 和 内 容 构 成 都 着 昭 于 读者 ， 为 简洁 明了 地 解释 纯 数 学 理论 司 
了 很 大 努力 . 

这 套 县 书 在 上 述 出 版 方针 下 ， 得 到 了 广大 以 应 用 为 目的 而 学 
习 数 学 的 学 生 们 和 研究 人 员 们 的 支持 ， 多 次 再 版 发 行 

这 次 ， 措 中 国 科学 院 应 用 数学 所 所 长 章 祥 苏 教授 访问 我 所 属 
的 东京 大 学 工学 部 计数 工学 科 之 际 ， 由 他 介绍 ， 使 得 我 的 书 能 名 
由 世界 图 书 出 版 公司 北京 公司 出 中 文 版 ， 感 到 非常 高 兴 ， 对 此 
我 向 章 教 授 和 该 出 版 公司 表示 深 深 地 谢意 ， 正 在 我 的 研究 室 攻读 
博士 学 位 的 李 明 怕 同 学 花费 了 大 量 时 间 和 精力 致力 于 本 书 的 翻译 
工作 和 繁 项 的 计算 机 输入 工作 ， 没 有 他 的 献身 精神 和 努力 ， 也 不 
可 能 完成 这 次 出 版 ， 对 此 ， 我 也 向 他 表示 深 深 地 谢意 

我 于 1991 年 8 月 在 北京 召开 亚洲 及 太平 洋 地 区 运筹 学 国际 
学 术 会 议 (АРОВ 91) 26. ж-е. мөл. pr 
运筹 学 及 其 应 用 国际 学 术 研讨 会 (15ORA’95) 之 机 访问 北京 ,并 看 
到 本 书 中 文 版 的 出 版 工作 正在 顺利 进行 之 中 ， 感 到 由 圳 高 兴 ， 希 
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望 本 书 能 够 对 中 国 的 广大 读者 起 到 一 定 的 帮助 作用 . 


REEM 
1995 年 8 月 于 东京 
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对 于 工程 技术 人 员 来 讲 ， 数学 知识 是 手段 , 实际 运用 是 目的 . 
目前 国内 外 流行 的 许多 应 用 数学 参考 书 ， 多 半 偏 重 于 数学 方法 的 
论证 ,而 对 于 如 何 让 这 些 读 者 在 一 定时 间 内 ， 正 确 广 泛 地 了 解 和 
掌握 数学 知识 不 够 重视 ， 

在 这 种 背景 下 ， 这 本 书 应 运 机 生 ， 并 在 众多 的 应 用 数学 参考 
书 当中 得 至 了 师 目 ， 获 得 了 许多 学 者 们 的 高 度 评价 和 大 量 读者 的 
喜爱 欢迎 ， 东 京 大 学 名 誉 教授 、 著名 学 者 森 口 繁 一 先生 曾 为 作者 
ЕБЕЗЕКЕНР ЕДЕН ЕЛІН =+ W Bñ ЖЕН, Ж 
ЕХЕДЕНЕ.  ЖАРЯЕРЕНХЯН АРАЛ 
和 多 年 的 教学 经 验 所 折服 .我 本 人 在 学 习 这 本 书 的 过 程 中 对 此 深 
有 体会 ， 并 决心 把 这 本 书 介绍 给 广大 的 中 国 读者 - 

本 书 的 出 版 ， 是 在 中 国 科学 踪 应 用 数学 研究 所 所 长 章 祥 苏 教 
授 的 亲切 关怀 和 薄 助 下 得 以 完成 的 ， 在 此 对 他 表示 喜 心 的 感谢 . 
在 本 书 的 一 译 出 版 过 程 中 ， 中 国 科学 院 数 学 研究 所 的 许 鹏 程 同 学 
和 北京 大 学 计算 机 研究 所 的 邓 集 锋 同 学 、 东京 大 学 大 学 院 数 理科 
学 研究 科 的 梁 丫 同学 做 了 许多 整理 工作 ， 最 后 ， 中 国 科 学 院 数 学 
ЗЕТИ ЕГЕУ ЕЙ ТЕ ТЕАИ В. 在 此 对 他 们 世 一 并 
жж. 
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大 约 在 十 七 世纪 ， 概 宰 论 出 于 对 赌 捕 的 关心 而 作为 解释 随机 
现象 中 所 存 规 律 性 的 方法 开始 得 到 研究 ， 秘 今 已 被 抽象 成 一 套 严 
谨 的 数学 理论 ， 特别 是 最 近 ， 研 究 的 主流 已 开始 转向 解析 因 时 间 
而 发 生变 化 的 随机 现象 ， 即 随机 过 程 论 

现存 的 大 窗 数 概率 论 和 随机 过 释 教 本 ， 对 以 应 用 为 目的 的 初 
学 者 来 讲 ， 可 能 会 感到 有 些 吃力 . 这 本 书 轻 松 易 恒 ， 可 做 为 学 习 
纯 理 论 教 本 之 前 的 入 门 书 使 用 . 

基于 这 一 点 , 本 书 把 重点 放 在 直观 地 理解 而 不 是 严谨 的 斤 述 . 
因此 ， 很 多 定理 都 售 掉 了 证 明 过 程 ， 或 者 即使 进行 了 证 明 ， 也 没 
有 把 重点 放 在 严谨 的 叙述 而 仅仅 使 读者 停留 于 大 概 了 解 的 程度 
读者 在 阅读 过 程 中 即使 没有 完全 理解 ， 也 不 必 过 份 在 意 而 可 继续 
向 前 . 因为 对 于 这 些 读者 来 讲 ， 最 重要 的 是 学 会 怎样 把 定理 做 为 
工具 使 用 ， 疝 不 是 对 其 证 明 过 程 的 理解 . 

本 书 所 有 的 例题 部 选 自 统计 学 ,物理 学 ,运筹 学 等 概率 论 和 随 
机 过 程 的 应 用 人 锁 域 .每 一 章 后 面 都 配 有 一 定 的 习题 并 附 有 解答 
至 于 某 些 章节 中 提出 的 问题 ， 考 虑 到 只 要 能 够 理解 问题 前 面 的 内 
容 即 可 解决 它们 ， 故 没有 给 出 解答 

另外 , 考虑 到 这 套 从 书 的 针对 对 象 , 本 书 还 删 去 了 不 少 重 楼 内 
容 ， 比 如 ,在 原稿 中 曾 准备 过 有 关 布 朗 运动 (Brown movement) 和 
概率 微分 方程 等 状态 连续 的 随机 过 程 内容 ， 但 最 后 还 是 删 去 了 . 
至 于 这 是 否 要 当 ， 只 好 根据 选 衬 范 围 和 程度 深浅 由 读者 判断 ， 希 
望 能 够 得 到 批评 和 指正 . 

本 书 在 这 套 吕 书 编 委 , 东京 大 学 甘 利 俊 … 先 生 的 建议 下 执笔 . 


最 初 预定 由 他 和 我 共 著 这 本 书 ， 但 因 故 后 来 由 我 一 人 执笔 ， 使 得 
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Жіш 概率 空间 


1.1 概率 空间 


掷 一 粒 仇 子 ， 观 察 出 现 的 点 数 . 二 唐 置 疑 ， 它 有 6 种 可 能 结 
果 ， 即 出 现 的 结果 必 在 1 到 6 之 间 ， 可 是 我 们 事先 却 不 能 确定 将 
会 出 现 旦 一 个 点 数 ， 一 般 来 讲 ， 把 能 够 事先 明确 一 次 试验 的 所 有 
可 能 结果 ,但 却 不 能 具体 确定 将 会 出 现 哪 一 种 结果 的 试验 称 租 ЫМ 
机 试验 , 简称 试验 (experiment, trial). 在 随机 试验 中 ， 每 一 个 可 能 
出 现 的 结果 称 做 样本 点 (sample point), TREANA a 
本 空间 (sample space). ЖЖ ЯТ ЖЕ В Н Е АО], о 
空间 s? = {1,2,3, 4,5,6}. 

RET. ТА В А ЫЫ, FAHRE DEH 
现 位 数 点 或 奇数 点 ， 有 时 我 们 希望 它 出 现 不 小 于 5 的 点 数 ， 这 类 
我 们 所 关心 的 事件 ， 称 微 随机 事件 , 简称 事件 (event). 从 数学 的 
角度 ,事件 也 可 描述 成 为 样本 空间 的 部 分 集合 . 为 了 方便 , 在 本 书 
的 以 后 部 分 ， 我 们 将 把 事件 和 部 分 集合 当 同 一 名 词 使 用 ， 刚 才 例 
子 中 的 两 个 随机 事件 分 别 相当 于 部 分 集合 41 = {2,4,6}， А, = 
{1,3,5}, Аз = 15,6). 

在 一 次 随机 试验 中 ,我 们 观察 到 了 一 个 样本 点 we Q. шн 
属于 部 分 集合 4(w c А), 那么 我 们 就 称 发 生 了 事件 А 比如 在 的 
明子 的 例子 中 ， 如 果 出 现 了 = 5， 我 们 就 称 发 生 了 事件 4。 和 
Аз. 


се) (d) 


图 1-1 (a) жо Ас (b) 和 事件 А, U А 
(с) 积 事件 Алп А: (d) 互 不 相 容 事件 A 与 А2 


对 于 任意 事件 А Ж, ЕУ Е (complementary event) А 
是 指 当 且 仅 当 事 件 4 没有 发 生 时 发 生 的 事件 (如 图 1-1). 按 集 合 
EHER., Ewi 


A= [o e Nw E A} | (1.1) 


对 于 任意 两 个 事件 A, 5 As, 其 和 (sum of events) A, U А2 是 
指 事件 A 与 42 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 ， 记 微 


А/ЧАз-ішей ше Ау 或 we А} (1.2) 


对 于 任意 两 个 事件 A Аҙ, 其 积 (intersection of events) Aí П А2 
是 指 事 件 А 与 事件 42 同时 发 生 的 事件 ， 记 敌 


А П A, = {wE ше А) 且 ше Аг} (1.3) 


特别 地 ， 当 А) А-джЕРЕ, PES A УА. 互 质 的 时 
ж, ЕТІЖЕН А) 与 事件 А) 互 不 相 容 (disjoint events). 
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上 面 所 讲 的 和 与 积 的 定义 还 可 推广 到 3 个 及 3 个 以 上 事件 的 
情况 ， 如 果 存 在 3 个 及 3 个 以 上 事件 ， 并 且 其 中 任意 两 个 事件 互 
不 相 容 ， 那 么 我 们 称 这 些 事件 互 不 相 容 (mutually disjoint). 

一 般 来 讲 ， 我 们 所 关心 的 事件 将 随 着 目的 和 场合 的 不 同 而 不 
司 ， 就 是 在 同一 样本 空间 .4 里 ， 各 种 各 样 的 事件 群 都 可 能 成 为 被 
考察 的 对 象 . 在 概率 论 中 ， 针 对 某 一 具体 目的 的 事件 群 А, 我 们 要 
求 它 满足 以 下 条 件 : 

[B1 OQ BEE А Ф. 

[B2] 如果 事件 4 包含 在 4 中 ， 其 对 立 事件 A° 也 包含 在 4 

rh. 

[83] 如 果 事 件 Ал, А2, BEAP, HH AUAU. 

(= UA) 也 包含 在 中- 
іі 

同时 满足 上 面 3 个 条 件 的 A К D W R HR (Боге! беја). ж 
所 上 面 的 条 和 件 ， 我 们 还 容易 推 知 以 下 条 御 . 

[B4] 8 6 фаб .A rh. 

ШИН 因为 $= 0°, ЖА [B1] Ж [B2] 可 推出 [B4]. 

[B5] 如 果 事 件 А1, 42,… 包含 在 4 中 ， 其 的 积 ANAN- 

(= [| A) 也 包含 在 4 Ф. 


іші 


证 明 由 集合 论 中 的 8. 摩尔 要 定律 (De Morgan Law) m, 
( 门 4) = U 4: (1.4) 
іші ӛлі . 


5 [B2], [B3] 可 以 推出 [B5]. 
殉 定 好 我 们 所 关心 的 作为 事件 集合 人 4 的 被 雷 尔 域 以 后 ， 表 去 
考察 包含 在 A 中 的 种 种 事件 所 发 生 的 概率 (有 时 被 称 做 概率 测 
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度 , probability measure). 习 馈 上 ， 我 们 将 事件 4 发 生 的 概率 记 为 
P(A) 概率 PO 具有 以 下 性 质 : 
ІРІ| 对 于 任意 事件 4, 其 概率 为 介 于 0 到 1 之 间 的 实数 . Вр 
0 < P(A) < 1. (1.5) 
[2Р2] 样本 空间 全 体 史 的 概率 为 1, Вр 


P(N)=1 (1.6) 


[P3] ШЕШЕ А1, Аз, 两 两 互 不 相 容 ， 则 有 


РЦ ЈА) =} P(A) (1.7) 


іші ізгі 

性 质 [P3] 称 为 概率 的 完全 可 加 性 (complete additivity). 
这 一 节 里 ， 我们 首先 考察 了 试验 可 能 发 生 的 所 有 结果 的 集合 

Q, 接着 导入 了 作为 Q 部 分 案 合 的 集合 并 满足 性 质 [81]-[83] 的 波 

雷 尔 域 A. 最 后 定义 了 作为 对 应 于 的 元 素 的 实 函 数 并 满足 性 质 

ІРІНРЗІ 的 概率 Р() 在 概率 论 中 ， 把 S A E P 忆 三 者 的 结合 体 

(О,.А,Р) Ж 概率 空间 (probability space). 


1.2 概率 的 基本 公式 


概率 问题 ， 很 少 能 够 (或 者 不 可 能 ) 做 到 事先 举 出 波 雷 尔 域 中 
所 有 部 分 集合 (事件 ) 的 概率 .一 般 来 讲 ， 我 们 通过 基本 事件 的 概 
женеше. 这 时 ， 需 要 用 到 各 种 各 样 从 概率 基本 性 
质 |P11-[P3] 推出 的 公式 下面 列举 一 些 这 类 公式 . 
ГРА) Р(ф) = 0 (1.8) 
[P5] 如 果 А, Аз, A, 两 两 互 不 相 容 ， 则 有 


Р ЈА) = Y P(A) (1.9) 
х= i=l 


[P6] 对 于 任意 A, 
Р(А%) =1 — P(A) (1.10) 


ШІН 5 A, = Q, A= Аз = :-: = é, 再 利用 [P3] 和 (Р2) 
便 可 推出 [РА]. 又 令 事 件 Aí. Аҙ, -- А, 两 两 互 不 相 容 ， Any = 
Anz = .… 一 内 利用 [P3 和 [P4 便 可 推出 [P5]， ЕН $ n = 
2,А = А, Аз = А, 然后 利用 [P2] Ж [P5] 便 可 推出 [Pë]. 


[P7] Р4)А)-1і-Р((4А9. (1.11) 
ШІН — A= (ЈА, (有 限 或 者 无 限 个 事件 之 和 ), 然后 利用 
[P6] 及 德 摩尔 根 定律 (1.4) 便 可 推出 [РТ]. 


[P7] 表示 Ay, 42,… 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 的 概率 等 于 1 减 
去 没有 任何 一 个 事 忻 发 生 的 概率 {如 图 1-2). 


图 1-2 ”和 事件 A UA: 与 其 对 立 事件 (АД) 42)* = At А5 


计算 复杂 事件 的 概率 问题 时 ， 通 常 把 该 事 忻 分 解 成 便于 计算 
概率 的 简单 事件 进行 考虑 . 这 种 思维 方法 基于 下 面 的 性 质 |Р8). 


[PS 对 于 两 两 互 不 相 容 的 事件 Bi, B2,.…, WEA UB = О. 
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则 对 于 任意 事件 А, 


P(A)= Š P(AN Bi) (1.12) 


ші 根据 集合 论 中 的 分 配 定律 (如 图 1-3), 


А-Апа-аАп()в3-(ЛАғВ) 


i 


图 13 А-() (An B:) 


因为 序列 В,(ї 一 1,2,-- 9 互 不 相 容 ， 页 序列 АПВ % - 1,2,-:-) 
туж. йн (Р5) 得 到 式 (1.12). 


如 果 А), 4s 互 不 相 容 ， 则 由 [Р5] 
P(A, U Аз) = P(A) + P(A2). 
[Рә] 如 果 A Аз 不 一 定 互 不 相 容 ， 则 
P(A1U A2) = P(A1) + Р(Аг) — P(A N Аз) (1.13) 


概率 论 中 ， 我 们 称 它 为 加 法 公式 (addition law). 由 图 1-4 可 
ж. 如 果 仅 名 通过 将 P(A1) 与 P(A) amkk PLA1U As). 就 会 多 
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yi 
% 


图 1-4 加 法 公式 说 明 图 (1) 图 1-5 加 法 公 式 说 明 图 (2) 


出 对 应 于 ANA 的 那 部 分 概率 ,所 以 我 们 又 通过 减 去 P(A1m Az) 
来 加 以 调整 . 
证 明 形式 上 可 以 证 明 如 下 .由 图 1-5, 


А О As = (A N ASU (Art A A2) U (A1 N Аҙ) 
因为 右边 3 个 括号 内 的 集合 互 不 相 容 ， 根 据 [PS 
Р(А; U Аз) = P(A N AS + P(ASN Aa) + P(A А) (144) 
X. н [Р8], 
Р(Аџ 0 AS) =P(Ai) – Р(А П Аз) 
Р{Аї п As) =Р(Аз) — Р(Ау п Аг) 


最 后 将 上 式 代 入 (1.14), 便 可 推出 [P9]. 
加 诗 公 趟 还 可 推广 到 如 下 3 个 事件 的 情况 . 
[P10] P(A; ОА. U Аз) = 
Р(4А1)-- Р(А2) + Р(Аҙ) 
= {P(A N A2} + P(A; п Аз) + P(As 0 4,)) 
+ Р(А П As п Аҙ) (1.15) 


仿 1Р9], 我 们 通过 图 1-6 来 理解 这 个 公式 ， Аг 为 右上 阴影 ， A 
为 右 下 阴影 ，As 为 水 平 阴影 ， K A UAUA 的 概率 ， 如 果 仅 将 
Р(А1), Р( Аз), Р(Аз) 相 加 ， 那么 二 重 及 三 重 阴 影 部 分 将 分 别 被 其 
上 二 次 和 三 次 这样， 首先 为 了 角 正 被 加 上 的 二 重 明 影 部 分 而 从 
ERRE P(A N A2) + Р(Аз N Аҙ) + P(A, O A1). 这 时 ， 又 多 减 去 
了 三 倍 的 三 重 阴 影 部 分 的 概率 ， 即 等 于 根本 没 加 上 这 一 部 分 ， 于 
Ж, 最 后 如 上 这 一 部 分 概率 P(A N AN As) 即 可 了 . 


А, 


图 1-6 关于 三 个 事件 的 加 法 公式 说 明 图 


一 般 来 讲 ， 对 于 四 个 及 四 个 以 上 的 事件 ， 间 样 具 有 如 下 的 加 
法 公式 . 


[P11] 如果 S, = У) Р(А N Ais NN An), АЈ 
i disto eim 
РЦ ЈА) = Si — S2 + S3 -5 十 .二 (-1)%-18, (1.16) 
іші 


这 里 ， Sm AWE Sr F Ап 个 整数 1,2,.….,n 中 取出 m 个 相 
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异 整 数 的 所 有 组 合 进行 相 加 . : 

例 1-1 一 个 晚会 ， 共 有 站 位 参加 者 . 每 人 来 时 带 了 一 件 礼 
物 ， 主 办 者 把 这 些 礼 物 收集 在 一 起 ， 并 在 晚会 结束 参加 者 匡 去 的 
时 候 把 它们 随机 地 发 给 每 个 人 ， 问 : 至 少 有 一 个 人 带 句 自己 带 来 
礼物 的 概率 有 密 太 ? [这 个 问题 ， 被 称 为 门 摩尔 问题 (Monmort 
problem), 或 称 为 偶然 的 一 致 性 问题 {fcoincidences problem).] 

首先 ， 把 从 1 到 am 的 番 导 标 给 每 个 参 如 者 ， 并 把 番号 为 i 的 
参加 者 带 回 自己 带 来 礼物 的 事件 记 为 4;. 那么 A 发 生 的 概率 ， 相 
当 王 把 从 1 到 的 数字 和 分别 标 在 n 张 牌 上 ， 随 便 洗 好 牌 后 从 左 到 
右 一 张 一 张 发 牌 时 第 i 次 出 现 数字 i 的 概率 . 因为 ， 随 恒 洗 好 牌 并 
把 这 nn 张 牌 排 成 一 列 时 的 数 排列 方法 共有 mn! 种, 且 其 中 每 一 种 可 
能 出 现 的 概率 均 为 1/n!. 又 因为 A; 是 第 i 次 出 现 数 字 i 的 事件 ， 
所 以 用 不 着 考虑 剩 下 的 n-1 SK 8348 НА FÉ ИФН, Вр 


Р(А;) = (n — 1)!/n!. 


BEF 
P(A;, Q An) = (п — 2)!/m! 
P(A;, n A n A;,) = (п - Зул! 
Р(А; ñ A; ON An) = (n — т) 


1 жіне, Яя 


т) 


m (m — тути 


( " ) = n(m — 1)--- (n — m + 1)/m! = 


( n Уж»-жжя. 也 可 记 为 Cm. 
тп 


因而 


n — ! 1 

Sm = (a) e mil = m! 
1 1 il 
Р, -PU 4) =1- n tu 60-0)" a 


下 面 给 出 了 "затраты P, ЕЗІН. 
п = 3 4 5 6 7 
Pl= .66667 .62500 .63333 .63194 .63214 


H + e“ ñ: zr = 0 ЙІНДЕ Ж (Taylor вегіев) (ЕП Ж së 3# k 
级 数 ， Maclaurin series) 为 


z r g? 
e= 1+ T+ т ++ 
ТЫЯ, 5r 不 是 很 小 的 时 候 ， 咏 5: 1- ell 将 会 非常 接近 . 
事实 上 , 当 呈 = 了 的 时 候 ，1 一 er1 = 0.63212... BIE РІ. 
P, 与 于 基本 上 无 关 这 一 事实 有 很 深 的 现实 意义 . 


1.3 概率 的 连续 性 


有 有 时候， 我们 会 考虑 由 无 限 多 个 事件 组 成 的 序列 的 概率 极限 
问题 ， 这 时 ， 下面 的 性 质 非 常 重 变 . 
[P12] 对 于 无 限 序 列 A, Аз, As, …, 假定 存在 着 单调 包 会 


关系 Ау С Аз C Аз. WPS А = БЕР ДІ) 
P(A)= Іш Р(А;) (1.17) 
[P13] 对 于 无 限 序列 A, Az 43 :……, 假定 存在 着 音调 包含 关 
Ж A D Ao 2 As >…, WRS A = [1 A;, 则 有 
іші 


P(A) = lim Р(4.) (1.18) 
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图 1-7 概率 的 连续 性 [P12] 示意 图 


[P12] 和 [P13] 在 某 种 意义 上 表明 了 概率 的 连续 性 . 即 如 果 
单调 递增 或 单调 递减 事件 序列 41,.42, :… 的 极限 为 А КЕНЕ, 
P(A) Р(Аз), :… 的 极限 存在 ， 且 它 等 于 P(A). 

证 明 证 明 (Р12). < Ву = А, B} = АГ AS, Вз = An Ас, ЕЕ 
(如 图 1-7), 因为 Bi, Bo, Bs,… 互 不 相 容 |] B, = An, UJ B; = A. 

іші іші 
再 由 [P5], Р(А,)-У7Р(В). 35 n> oo МЕ, lim P(An) = 
i=] 
> P(B:). 最 后 根据 [P3] (完全 可 加 性 ), 有 
5 一 二 


2 P(B:) = P(U) Bi) = (а) 
i=l іші 


问题 试 证 [P13). ёл: АТ, AS... 为 单调 递增 事件 的 序 
列 ， 并 利用 [P12] 及 [P13].] 
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14 条 件 概率 


例题 1-1 在 一 次 抽奖 会 上 ， 抽 选 箱 里 装 有 3 个 红 球 和 了 7 个 
白 球 . 摇 一 次 抽 选 箱 , 就 会 掉 出 来 1 个 球 . 如 果 这 个 球 是 红 的 就 中 
奖 ， 白 的 就 没有 中 奖 ， 现在 根 定 掉 出 来 的 球 不 再 放 回 抽 选 箱 中 .1 
这 时 最 初 摇 奖 的 人 中 奖 的 概率 为 3/10. 问 : 

(1) 第 一 次 扬 蜂 的 人 中 奖 的 情况 下 , 第 二 次 播 奖 的 人 中 奖 的 概 
率 是 包 少 ? 

(分 第 一 次 氮 奖 的 人 没有 中 奖 的 情况 下 ,第 二 次 播 奖 的 人 中 奖 
的 概率 是 多 少 ? 

(1) 第 一 次 揪 奖 的 人 大 中奖 以 后 ， 抽 选 箱 中 还 剩 下 2 个 红 球 和 了 
+É. 因而， 接着 出 现 红 球 的 概率 为 了 2 一 3(< 5) 

(2) 第 一 次 据 奖 的 人 没有 中 奖 以 后 ， 抽 选 箱 中 还 剩 下 3 个 红 球 
和 6 个 白 球 . 因而， 接着 出 现 红 球 的 概率 为 了 6 一 5(> 10) 

这 个 例子 说 明 ， 最 初 的 试验 结果 一 般 会 影响 第 二 次 试验 绪 果 
的 概率 .如果 假定 最 初试 验 结果 发 生 了 事件 Б, 那么 在 第 二 次 试 
验 中 事件 A 发 生 的 概率 就 可 记 为 P(A|B), 并 称 它 为 在 事件 B 发 
生 的 条 件 下 事件 4 发 生 的 AHRR (conditional probability). 


= x 
Р(Ап В) 


P(AIB) = <р) 


(1.19) 


这 个 式 子 只 限于 P(B) > 0 时 的 情况 . 当 P(B) = 0 ЕРЕ. 


l 这 种 抽 选 方法 ， 叫 做 元 放 回 抽样 (sampling without replacement). 与 此 
HE, ШННДЕ ЬЕ h E. РНН y yE, й # s m 
þh kE (sampling with replacement). 
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我 们 不 定义 条 和 忻 概率 . 


例题 1-2 以 日 本 具有 两 个 孩子 的 家 庭 为 对 和 象 ， 分 别 考察 家 
许 中 孩子 们 的 性 别 . 如 果 将 每 个 家 庭 的 第 一 个 态 子 和 第 二 个 孩子 
区 别 开 来 ,那么 共有 四 种 组 合 风 ={ 男 男 , 男女 , ХЕ, 妇女 }. 现在 
随机 地 观察 一 个 家 庭 ， 那么 它 是 只 中 任意 一 个 情况 的 概率 为 1174. 
现在 我 们 已 经 知道 这 个 家 庭 中 有 一 个 男孩 (GF BR 3 PRE В), 问 这 个 
家 庭 中 剩 下 的 一 个 孩子 也 是 男孩 ( 称 做 事件 А) 的 概率 . 

因为 号 ={ 男 男 ， 男 女 ， 妆 男 }, An B =15 5 Y, 所 以 

P(AIB) = P(ANB)/P(B) = 1/3 = š 

下 面 列举 条 件 概率 的 有 关 性 质 和 公式 

[Ci Мя B, 然后 将 P(AIB) = P(A) Ж А й, ЖА 
P(A) 就 是 对 应 于 样本 空间 人 的 波 雷 尔 域 A 的 概率 . 这里， 第 3 
节 中 讲 过 的 公式 均 可 适用 . 

[С2] sü (1.19) 一 般 通过 Р(АПВУИЯ P(AlB), 但 根据 具体 
情况 ， 有 时 还 可 在 事先 已 知 P(AIB5) 的 情况 下 , 用 它 计 算 P( Ar БВ). 
这 时 ， 式 (1.19) 改写 成 为 


P(An B) = P(B)P(A|B) (1.20) 


HEE HH RAA (multiplication law). 
[C3] 如 果 事 件 B1, 52,… 两 两 互 不 相 容 , 且 满足 门 B; = 9, 
则 对 于 任意 А, 都 有 


P(A) = У/Р(ВӘР(А|В)) (1.21) 


这 就 是 全 概率 公式 (total probability Јам). 特别 地 ， 当 P(A) > 0 


13 


ШЕГЕ, 
Р(В;)Р(А|В;) 


P (B; А) = 
(824) Y P(B;)P(A|B;) 


(1.22) 


这 称 为 见 叶 斯 (Bayes formula) 公式 . 
ШЕН ВЖ АРЕ, M [P8] 及 [C2] 推出 式 (1.21). 另外 ， 册 
于 
Р(ВулА) Р(ВЛР(АІВ; 
P(B;]A) = Бил ) _ P( өре 5) 
如 果 将 式 (1.21) 收入 到 务 母 中 去 ， 则 又 可 推出 式 (1.22). 

091-2 下面 考虑 在 例题 1-1 中 第 一 次 播 奖 的 人 与 第 二 次 播 
奖 的 人 哪 一 种 情况 更 有 利 . 第 一 次 播 奖 的 大 中 瞻 的 概率 为 3/10, 
没有 中 奖 的 概率 为 7/10. 第 二 次 摇 疾 的 人 中 奖 的 概率 . 由 例题 1-1 
的 结果 及 全 概率 公式 ， 可 知 为 

3,2,7,3 3 
221078 10 9 00 
ЕКЕ, rh 260 8 s 5 28 3 КИЛЕН Ж. 这 在 一 般 情况 下 也 
ARI. 比如 在 选举 的 时 收 ， 为 了 选 出 候选 人 的 竞选 顺序 而 事先 
进行 抽签 局 式 ， 而 抽签 仪式 中 的 抽签 纵 序 ， 大 们 又 往 往 通 过 抽签 
方式 来 决定 . 这 种 煞 法 ， 从 概率 论 的 角度 上 讲 ， 是 没有 任何 意义 
й. 

例 1-3 某 工厂 为 了 制造 某 种 设备 而 从 兰 个 公司 Bi, Bz, Bs 
购买 同一 种 零 部 件 ， 购 买 的 数量 之 比分 别 为 50%, 30% 和 20%. 现 
在 很 定 安装 到 一 台 设 备 中 去 的 这 种 零 部 件 由 各 会 司 制造 的 可 能 性 
也 分 别 为 50%,30% 和 20%, 另外 又 很 定 从 各 公司 购买 的 零 部 件 在 
使 用 一 年 以 后 发 生 故 障 的 概 宁 分 别 为 0.015, 0.025 和 0.035. 如 果 
在 使 用 一 年 以 后 有 这 么 一 种 零 部 件 发 生 了 故障 { 此 事件 称 做 AY, 
问 这 零 部 件 由 В, Б, Bs WJ yë BJ 88 S 2 £ ? 
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因为 Р(В1) = 0.50, Р(В;) = 0.30, Р(Вз) = 0.20, Р(А|Ві) = 
0.015, P(A|B>) = 0.025, P(A|B3) = 0.035, 


3 
Y ` P(B,)P(A|B;) = 0.0075 + 0.0075 + 0.0070 = 0.022 


ісі 
再 根据 贝 叶 斯 公式 ， 
Р(ВЦА) = Р(В А) = 


0.0070 
Р(Вз|А) = — 022 


0.0075 
0.022 
z 0.32 


- 0.34 


15 独立 性 


从 第 4 节 所 讲 的 内 容 ， 我 们 知道 一 般 来 讲 , 概率 PA 并 不 等 
FAHRER P(A|B). ERER., FH B 的 发 生 将 会 影响 事件 A 
的 发 生 . 但 是 根据 具体 情况 的 不 同 ， 有 时 也 会 有 


P(A|B) = P(A) (1.23) 


即 事 性 A 的 发 生 难 易 程度 根本 不 受 事件 B ВА. 这 时 ， 我 们 称 
FF 4 与 事件 BB 相互 独立 (mutually independent). 根据 条 件 报 率 
ЯЕ 5 zü (1.19), 式 (1.23) 在 P(B) > 0 的 情况 下 


PIAN B) = P(A)P(B) (1.24) 


因为 式 (1.24) Æ P(B) = 0 ЮЕШ аА, ЯБА У B 
具有 对 称 的 形式 ， 故 从 独立 性 的 角 诬 上 讲 ， 式 【1.24) 具有 更 大 的 
ЕУ. 


ЖУ ”所谓 两 个 事件 А, B 相互 独立 ， 是 指 满足 公式 (1.24). 


将 式 (1.24) 与 式 (1.20) (8828 2: 5) 进行 比较 , 就 会 注意 到 它 是 
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站 和 如 相互 独立 时 的 乘法 公式 .对 于 事件 А,В,С ЖШ, ШЕВ 
EFA 
P(An B) = P(A)P(B) 
P(B NC) = P(B)P(O) | (1.25) 
P(C n А) = Р(С)Р(А) 


则 根据 定义 可 知 ， 事 件 4 与 B, 34k B 5 C 及 事件 C 5 4 相互 
独立 . 但是， 这 时 等 式 


P(4nBnc) = Р(А)Р(ВУР(С) (1.26) 


却 不 一 定 成 立 ， 比 如， 我 们 不 能 因此 而 简单 地 认为 An B 5 са 
互 独立 . 下 面 举 一 个 简单 的 例子 说 明 这 个 问题 . 

$ Q = {1,2,3,4}, 各 样本 点 都 被 赋 以 1/4 的 概率 ， 如果 A= 
{1,2}, B = {1,3}, C = {1,4}, W P(A) = P(B) = P(C) = 1⁄2. я 
НТ АПВ = BNC=CNA= {1}, 式 (1.25) RY. BÆ, PAN 
BNC) = PH) = 1/4 # P(A)P(B)P(C). 事实 上 P(C|AnB) = 1, 
ШІЖАПВЕЯ, MEC E-E. 可 见 ， 事 件 Aan B 与 
C 并 非 互 为 独立 . 

我 们 通常 所 指 的 “独立 ”概念 是 指 4, B,C 相互 独立 ， 则 它们 
的 任意 组 合 也 相互 独立 ， 即 如 果 式 (1.25) 与 式 (1.26) 同时 成 立 ， 
可 将 事件 А, B, C 定义 为 相互 独立 . 

更 一 般 地 ， 个 事件 的 独立 性 也 可 如 下 定义 . 


EN iR п 1-6. А1, Аҙ,---, А, 相互 独立 ， 是 指 对 于 其 中 
任意 事件 A; Аз. Аб 总 有 等 式 


P(A; 4; 1-7 Ai) = P(A n) P(A) -> - P(A;,) (1.27) 
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Ё УХ. 


问题 WEE A, B,C HARY, WER AU B SCEE 
为 独立 ， 

问题 ”如果 事件 A А2,---, А, 相互 独立 , 试 证 将 它们 分 成 m 
组 (m < m), 并 对 各 组 事件 施 以 U (和 和 事件) ПОВ ЯҒ), (对立 事 
件 ) 演算 以 后 得 到 的 事件 序列 Bi, Bao, Bm 也 相互 独立 . 

从 事件 的 独立 性 (independence of events), 我 们 可 以 定义 试 
验 的 独立 性 ， 即 如 果 两 次 或 两 次 以 上 试验 产生 的 任意 事件 相互 独 
立 ， 则 称 这 些 试验 也 相互 独立 . 


习题 1 


1 事先 准备 好 1 前 ， 523 1233 f £ — t, КБЕ как 
些 硬币 ， 并 纪录 这 些 硬币 是 国徽 这 一 面 朝 上 ({T), 还 是 数字 这 人 一面 
朝 上 ({H). ње ( H, Т, H) £ # 1 $ % f 38 T # FR- Ей 
1, 5233 6 3 3 T m & uQ — m q Е, 1 分 硬币 出 现 了 数字 这 一 
ШЕ. 

(1) 试问 这 个 试验 的 样本 空间 - 

(2) # 134, 5⁄2 e 1 2 38 T H 8 9 * 2 — WO Ë L 69 9 # 2 Bi 
25 A, B, C. 试 列举 出 以 下 事件 包 省 的 样本 点 A, BUC, Bn 
С, AN B, (Au Bs)n C 

(3) кемтетттаеяя, H 8 8 * R- Š b L 69 WK 3 3 
为 1/2. 试问 (2) F $ # 2 E k SW W Ж. 

2. ЖА, B, C 39 Z= + AR, АЯ A, B, CC 的 运算 关系 表示 
下 列 各 事件 : 

(DA, B, C 中 至 少 有 一 个 发 生 - 
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(2) А, B, C 中 哪 一 个 都 不 发 生 ， 

(3) А, B, C 中 正好 有 两 个 发 生 . 

(4) А, B,C 中 至 少 有 两 个 发 生 . 

(5) 及 ,如 中 只 让 一 个 发 全， 局 不 发 生 . 

3. Ж 6 T M R z k — E N K 2 Ë K B 9 8 $ X p. RÈR 
— E JM FE d H ТТК E, Z > 4 — b T Ë k k h 
KRF p. XPS p=001 的 时 候 ， 为 了 使 P >= 0.9999, n = > Ë 
Astro? 

4， 有 一 位 跳高 选手 ， 每 跳 10 次 平均 有 3 次 可 以 越过 1.5m 以 
k. 问 这 位 选手 在 三 次 以 内 能 乱 越 过 这 个 高 度 的 概率 为 多 少 . 

5， 试 证 明 三 个 事件 的 和 的 公式 (1.15) 

6. ABO 式 血型 ， 可 由 染色 体 中 一 对 道 传 因子 的 组 侣 而 定 ， 
其 中 起 了 为 星 性 ， 台 为 脆性 . PALIAR, ЖЕНТ 2 (38 
Ë E + 8) k 2 X, ая (表现 型 ) 共有 АВАВОЯФ. # fP 
百分比 是 以 日 本 人 为 对 得 的 各 种 频率 ( 进 自 < 平凡 社 世 界 大 百科 
ка)) 孩子 可 从 父母 那里 分 别 得 到 一 个 遗传 因子 ， 且 驴子 从 父 
素 或 母亲 的 一 对 遗传 因子 中 得 到 某 一 个 遗传 因子 的 概率 均 为 1/2. 


3 1-1 ABO 血型 的 构成 与 频率 (НАЖА) 
表现 型 ”频率 (%) | 遗传 因子 型 яж(%) 


(1) 试 证 对 于 父母 血型 的 任 总 组 合生 出 来 的 巷子 表 魂 出 的 
血型 频率 (S 4 k) 5 & 1-2 — Ж. 
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Жі2 АВО 血型 的 遗传 (Н 本人) 


й. 

ха Фра Ши НАЧ С) 
о А B AB 

охо 100 Ü 0 9 
ОхаА 40 60 0 0 
Охв 43 0 57 9 
OxAB 0 50 50 0 
АХА 18 84 0 0 
АХВ 17 26 23 84 
АХАВ 9 50 20 80 
Вхв 19 0 81 0 
Bx AB 0 22 50 28 
ABx AB 0 25 25 50 


(2) 知 果 父 母 二 人 的 血型 一 个 是 口 型 ， 一 个 是 入 型 ， 并 假定 
RAR GOB T kE 3 А 型 ， 试 问 父 母 二 人 中 血型 为 入 型 那 一 
位 的 遗传 因子 型 为 AO ВИЖУ р. 

(3) 知 果 父 母 二 人 的 血 旱 一 个 是 入 型， 一 个 是 巨型 ， 并 假定 
及 初生 的 蕊 子 的 血型 为 AB 型 试问 父 母 二 人 中 血型 为 丰 型 那 一 
您 访 店 驴 因 于 型 为 AO 的 概率 为 多 少 . 又 问 血 型 为 忆 型 那 一 位 的 
遗传 因子 型 为 BB 的 概率 为 多 少 ， 
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第 2 章 随机 变量 


21 随机 变量 及 其 分 布 函 数 


H 2-1 某 一 商店 在 年 末 太 甩卖 中 实行 了 全 奖 抽 选 - 播 奖 时 
从 播 箱 测 来 的 球 的 颜色 分 别 为 红 , 蓝 、 黄 、 绿 、 白 中 前 一 种 ， 对 应 
的 中 奖 额 分 别 为 10000 日 元 ，5000 日 元 ，1000 日 元 ，500 日 元 和 
100 日 元 - ВЕНА НЕЕ, 且 各 种 颜色 球 的 百分比 分 别 为 
0.1%, 0.5%, 2%, 10% 和 87.4%. 这 里 ， 我 们 关心 的 是 中 奖 额 ， 现 把 
Eit xX. 由 于 样本 空间 只 = ( zr, ж, W, 绿 , аһнАан 
H 人 中 每 个 样本 点 ww 决定， 因而 X ETARE o HAR. 对 于 
每 个 (E О), X МЕСЕ Хо) 及 其 概率 可 写成 表 2-1 的 形式 (X (w) 
的 单位 为 日 元 ). 


Ж21 随机 变量 例 


红 Ж я ж 白 
10000 5000 1000 500 100 
0.001 0.005 0.02 0.1 0.874 


X (o) 
概率 


一 般 地 ,对 于 任意 概率 空间 (如 ,A, P), 同样 可 以 考虑 这 么 一 个 
аж X, 即 对 应 于 每 个 wle П), 都 有 一 个 与 其 对 应 的 实数 值 X (o). 
值得 注意 的 是 ， 由 于 我 们 还 要 关心 X 取 每 个 实数 值 的 概率 ， 所 以 
只 有 那些 通过 书 EBRA H OB Хх 才 是 我 们 的 研究 对 象 ， 具 
# k i $ PF Х ЖЖК 随机 变量 (random variable), ЖЭС E, im 
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果 注 意 到 P 是 对 应 于 包含 在 A 中 的 集合 定义 的 ， 那 么 我 们 自然 
而 热 就 会 得 到 如 下 定义 . 


定义 ”定义 在 概率 空间 (О.А. Р) Баз Хо) € 9), 如 
果 对 于 所 有 的 实数 值 = 都 有 


іе: ХХ) < z)) € A (2.1) 
ЛІК Х(о) 为 随机 变量 . 


对 于 所 有 z, 如 果 已 知 式 (2.1) 中 集合 іш: Хо) < z) 对 应 的 
和 概率， 那么 与 随机 变量 A (Q) 43 >Ç B # 4" S fE 05 ES 35 8 (Ді 
通过 计算 求 出 而 不 用 深入 到 概率 空间 (0, A, P) 中 去 .一般 地 ， 我 
们 可 以 只 


Ех(а) = Pw: X (z) < z?) {=o < z < оо) (2.2) 


出 发 去 讨论 Хо). 这 个 函数 ， 证 称 做 随机 变量 三 的 分 布 画 数 . 在 

人 不致 引 起 误解 的 情况 下 ， 我 们 可 将 X 省 去 而 把 它 写 成 F(x) 的 形 

A- 此 外 ， 我 们 还 可 将 P((e : Ха) < eh 简写 成 Р(Х < z). 
ЭЛЕ Fa) 具有 如 下 性 质 . 


ба) 单调 不 减 性 : 如 果 a < b, Wl F(a) < Fb). (2.3) 
(2) 右 连 续 ， гіш. F(z) = Ға). (2.4) 
(8) (іш P(a)= 0. (2.5) 
а) lim F(z) = 1. (2.6) 


证 明 (1) 4 A= (e: X(e) S a), B = [e : X{(w) < b). W 


F(b) — Е(а) = P(B) — P(A) 
= Р(В г А4) 
= Р({о:а< X(w) <b)) > 0 
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(2) жайт, 任 取 一 个 单调 数列 zl > zz > …， 那 么 


lim F(£a) = lim P({w : X (w) < Enap 
= P( lim {w : X(w) < Enp) 
-Р(іш: Хоу <ар 
= F(a} 


上 式 的 第 二 个 等 号 可 由 概率 的 连续 性 |Р13) 推 知 . 

(3) 在 (2) 中 取 一 个 满足 lim z, = oo 的 数 烈 即 可 . 

(а) 取 一 个 单调 数列 >i < za < dim zn = 00, 然后 仿 (2) 
üE BH. (这 时 要 用 到 概率 的 连续 性 ІР12)). 

分 布 炒 数 ， 并 非 一 定 要 连续 ( 即 它 虽 为 右 连 续 ， 但 却 不 一 定 
是 左 连 续 )， 读者 很 容易 从 下 节 所 述 各 分 布 函数 的 例子 中 看 出 这 一 


22 离散 型 分 布 和 连续 型 分 布 


2.21 离散 型 分 布 

如 果 随 机 变量 天 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 或 无 限 可 列 的 【在 有 
限 区 间 内 则 是 有 限 的 ), W X 呈现 出 离散 型 概率 分 布 (或 称 离散 分 
布 ) (discrete distribution). ВЕ ХА V = {vo;v1; 22,"…} РЕЖ 
кіз, 则 其 概率 可 由 大 的 分 布 函 数 F(z) 算出 ， 即 可 选 定 一 个 
充分 小 的 <> 0, 使 得 在 区 间 [ok -s vr) 中 仅 包 含 uk. 这 时 


о) = Р(Х = uk) = Ғоһ)- Ғоһ-<) (2.7) 


我 们 称 f(v) 为 这 个 分 布 的 概率 分 布 (probability function)， 这 里 
要 注意 ， 分 布 函数 是 对 所 有 实数 值 定 尽 的 ， 而 概率 分 布 则 是 对 属 
+ V 的 实数 值 定义 的 (或 可 认为 在 其 它 实 数值 处 了 = 0). 
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式 (2.7) 是 从 分 布 函 数 求 出 概率 分 布 的 公式 . 相反 地 ， 我 们 也 . 
可 从 概率 分 布 求 出 分 布 画 数 . 即 


F(z)= У Қо) (2.8) 
+ <= 
右边 的 和 对 应 于 所 有 满足 ux < z BU Бақ). 可见， 商 散 分 布 既 可 
由 分 布 函数 也 可 由 概率 分 布 给 出 ， 

分 布 函 数 满足 第 1 ЖЕН ТЕЛ (1)-(4), 概率 分 布 满足 以 

下 两 个 性 质 ， 
G) 对 于 所 有 k, Ға») >0. (2.9) 
Gi) 97 Қан) = 1. (2.10) 

k 


在 应 用 中 , БОЛ ВОЕН vo, v, 2, 5k ІНІ Hš Hh НЕ) ТЕ 
数 轴 上 . 这 种 分 布 ， 称 做 ЖАБ (lattice distribution). 一 般 地 ， 
我 们 会 经 常用 到 取 值 为 非 负 整数 的 格 关 分布. 下 面 举 几 个 例子 . 

(1) 0-1 9% (two point distribution) B(1;p) (0 < p < 1) 

随机 变量 只 取 0 和 1 两 个 值 , Аро #J 1 — ja] É) T Ж. 
即 

V = {0,1} 
700) =1-р, (1) = p 


У, ЗН Р УЛ, КАЖАН У, ІМ 
论调 查 的 锣 成 与 反对 等 都 可 看 化 0-1 分 布 ， 服从 0-1 分 布 的 试 
验 称 做 怕 努 利 试验 (Bernoulli trial). 

(2) 二 项 分 布 (binomial distribution) B(n;p) (0 < p < 1) 


(2.11) 


V = 1{0,1,2,...,n} 


2.12 
Юю = [ N Ы = ру? * (212) 
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抽出 部 张 奖 券 ， 每 张 都 服从 O-1 分 布 ， 则 有 上 天 张 中 奖 的 概率 
为 Мк) { 设 中 奖 率 为 p, PD FPS 1/p 张 奖 券 中 有 一 张 奖 券 中 奖 ), Вр 
йтіп 次 伯 努 利 试验 的 时 插 ， 我 们 所 关心 的 结果 (БЖ, P, 
жин, WR) 出 现 上 以 的 概率 是 f(k). 


лә ZU) ЛЮ 
0.5 0.5 2,5 
0.4 0.4 0.4 
0.3 0.8 0.3 
0-2 0.2 0.2 
0.1 0.1 41 
k 
I 97012384656 009 123456 
Fis Fix) Е(0 
1.0 — 10 一 
0.8 0.8 
0.6 — 0.6 — 
94 _ 04 
8,2 心 2 ° 
9123456 Ooa esas e oro 48 6 
Ca) В(6:1/6) 《by BID (су В(6:5/6) 


图 2-1 二 项 分 布 的 概率 分 布 和 分 布 十 教 . 
上 图 :概率 分 布 - ТЕ: 分 布 画 数 


(3) 几何 分 布 (geometrie distribution) Се(р) (0 < p < 1) 


¥ = {0,1,2,...} 


(2.13) 
f(k) = (1 — р)кр 


在 (1), (2) 的 奖券 例子 中 ,一 张 一 张 地 抽奖 ,直到 首次 出 现 中 
奖 奖 券 为 止 . 这 时 ， 没 有 中 奖 的 奖券 个 数 是 n 的 概率 为 Fk). 
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{a} бе(1/6) 
Tiki 


0.3! 
1 
0,2- 


мі 


0: 


(9 Ge(l/2) 
ле 


(c) Gel5/6} 
ғо) 


图 2-2 几何 分 布 的 概率 分 布 
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(4) 泊 检 分布 (Poisson distribution) Ро(А) 


Vv = [9,1,2,-..) 
_ AL (2.14) 
КЕ) = е `= 


大 们 从 日 常生 活 中 发 现 ， 偶然 的 现象 发 生 的 次 数 近似 地 服从 
А. 例如 一 定时 间 内 电话 交换 台 收 到 的 电话 呼唤 次 数 ，_- 
定时 间 内 发 生 裂变 的 放射 性 物质 的 原子 个 数 ， 某 区 域 在 一 个 月 内 
发 生 的 交通 事故 次 数 等 等 ， 关 于 它 ， 将 在 第 5 章 艇 详细 介绍 . 


二 项 分 布 与 浪 松 分 布 的 关系 

当 二 项 分 布 Bmp) #0 п 18, рі ВВ, 概率 分 布 ЈЕ) ЗЕ 
常 地 接近 泊 松 分 布 的 概率 分 布 . 下 面 我 们 来 说 明 这 一 点 .将 p = An 
代入 二 项 分 布 的 f(k), 则 


f(k) = , PR(1 — руге 
А А 
уа = ае (2.15) 
k l. 2 
=x- паа) е” N À 
(1 一 — 一 ек - 2)" 
这 里 ,在 保持 入 和 k TÆKI TFA n — oo, WI { | 上} 内 各 项 趋 近 
于 1, 最 后 一 项 趋 近 于 e>, 因而 


: АЁ 
im. К) = e F (2.16) 


егін, 5n хит. 有 近似 公式 
( на-на (А = пр) (2.17) 


26 


ба) Рой/6) 


(b) Ра(1/2) 


J(k) 


(c) Ро(5/6) 
JiR) 


图 2-3 泊 松 分 布 的 概率 分 布 
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成 立 ， 
RAAT Æ 2-2 给 出 了 将 二 项 分 布 B(100; 0.01) 和 泊 松 分 布 


Рой) 的 概率 分 布 进 行 对 比 的 结果 .可 以 看 出 ， 当 m = 100 的 时 
É, = (2.17) 已 是 一 个 很 好 的 近 估 公式， 
Ж22 二 项 分 布 的 泊 检 近似 


Ў) 


| В(100:0. 01) Foi) 
9 | 0, 3660 0. 3679 
1 0. 3697 0. 3679 
2 0.1849 0.1859 
8 0. 0610 0. 0618 
4 0.0149 0.0153 
5 0. 0029 0.0091 
в 0.0005 0. 0005 


222 连续 型 分 布 

在 应 用 中 ， 很 多 随机 变量 的 取 值 范围 可 以 是 所 有 实数 ， 所 有 
非 负 实 孝 或 数 轴 土 某 一 区 妆 内 的 实数 . 其 分 布 函 数 可 写成 如 下 的 
积分 形式 


F'(z) = ГА Кә (2.28) 

这 种 分 布 ， 称 做 连续 型 概率 分 布 或 称 居 连续 分 布 (continuous 
distribution). 

а) = ға) (2.19) 

则 称 数 该 分 布 的 概率 密度 函数 (probability density function), 简称 


概率 密度 . f(z) 满足 以 下 两 个 性 质 ( 试 将 它 与 离散 分 布 的 性 质 进行 
比较 ): 
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(i) а) 20 (—oo < z < eo). (2.20) 


Gi) / f(z)de = 1. (2.21) 
具有 代表 性 的 连续 分 布 有 以 二 几 种 : 
(1) 均 久 分 布 (uniform distribution) U(a,5) (а < b) 
— < b 
ra= (54 (25250) (2.22) 
0 (с 为 其 它 ) 


e F— 
g [E ar maa aa ae n 


524 均匀 分 布 的 概率 密度 函数 


(2) 贝塔 分 布 (Beta distribution) Ве(о, 2)(а > 0,8 > 0) 


ell (0а <1 
f(z) = | ве 4-5 (05251) (2.23) 
0 (z 为 其 它 ) 
RE, 
1 
Bla, 8) = / to — t)}f- ldt (2.24) 
0 - 


Ж 贝塔 函数 (Beta function). 
Шо-Й-ішЕШ, ЛИН 5 U(0.1). 
Жа<1,8<1 WNR, ШЕФА ЕО сс с2а 
ЖЖК (U FÆ) 
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Шо>1Й>і1і ЕЕ, 概率 密度 函数 在 0<z<1 之 则 呈 众 
АЕ. 
(3) 指数 分 布 (exponential distribution) Ех(а) (а > 0) 


_ J sec% (e> 0) 
Ка) = | 0 (z <0) (2.25) 
(4) MEB f (Gamma distribution) С(а, м) («>0, у>0) 

l аеру. et т 
f(z) = I Го») (е 29) (2.26) 

0 (= < 0) 
这 里 ， К 
= wl at 

TO) = / t” te~ “dt (2.27) 


Frik Е A k (Gamma function). АЯ ТАЕ 


Г(и/)-(и/-і1)Г(-1) | 


2.28 
Г(1) - 1, г(2) = VT ( 


ЕН, Фп ABR, Ш 
Tin) = (п — 1)! 
(2.29) 
rati) = (9 2) 5) 5) мт | 
қ. лиана JJ £ é bL T ЖЖ 


Г(о)г(8) 
Tía + 8) 


В(о, 8) = (2.30) 


и = 1 ШЕР, Е ЗЕН Ар. 


ба) Бе(3,30 
ЖА» 


5 


9 5.5 TT 


Ф) Be (2, 3} 
ЕУ, 


2 


0.5 і 


егі 


0.5 1 


图 2-5 贝塔 分 布 的 概率 密度 是 数 
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f(x) 


0 1 2 3 5 6 17 8 9 00 


图 2-6 TB S ZY Tp W) ЖЕҢ Ж 


җа 一 定 ，v 发 生变 化 的 时 候 ， Ла) 的 形状 会 发 生变 化 (如 
图 2-7). Н, ЭИ и 为 形状 参数 (shape paramater). 如 果 随 机 
变量 X, X' £ SN IE АЯЗ Garh Gir) tv НА, ауа 
ЯН), IJ аХ 5 AX RARA- mE С(1, 0). 从 这 个 意义 上 ， 
我 们 称 a 为 期 玛 分 布 的 尺度 参数 (scale parameter). 

当 n 为 自然数 的 时 候 , ӘПК С(1/2, 1/2) 服从 自由 
REH n 的 х2 分 布 ( x? distribution). x? 分 布 在 统计 学 中 占有 重要 
ту. 此外， 在 与 排队 论 有 关 的 理论 中 ， 我 们 有 时 称 司 玛 分 布 服 
从 次 数 (phase) 为 n 的 爱 尔 朗 分 布 (Erlang distribution). 

(5) 正 态 分 布 (normal distribution) Мр, 02)(-оо < и < оо,о > 
0) 


-Еуң (—o < z < оо) (2.31)1 


Ма)- Б 


正 态 分 布 在 统计 学 中 是 最 重要 的 分 布 之 一 【如 图 2-8). 
特别 地 ， N(0,1) 称 化 标准 正 态 分 布 . 本 书 中 ， 我 们 分 别 用 


1 当 g(z) 较为 复杂 的 时 候 ， 我 们 用 expl9(z)] 表示 a. 
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(а) 0(1,%) 


ы ай,” 


(O Gü,5) 


Г) 


1.0 
9.8 
0.6 
0.4 


0.2 


图 27 МЕИ ЛЕ АЖ. 


Фе) 和 Ф(х) 来 表示 其 概率 密度 和 分 布 函数 ， 即 


glz) = са ехр(- 52) (2.32) 
S(x) = f ° 六 PI (2.33) 


表 2-3 列 出 了 一 些 与 x 相对 应 的 gz) 及 Ф(х) ВВ. ЖЕ 
图 2-9 给 出 了 Фа) 及 Фх) НЕЮ. 当 字 取 负 值 的 时 候 ， 可 
通过 下 面 的 关系 式 求 出 ó(z) 及 Ф(х). 


Ф(«) -Ф(-«) (2.34) 
Ф(х)-1-Ф(-х) (2.35) 


问题 ВЕДРЕ X 服从 N(0,1), 试 求 下 面 的 概率 

(1) P(|]X| <1) (2)P(|XI < 2) ЗІРДІХІ < 3) 

(4) P(|xX| < 1.96) 

一 般 来 讲 ,服从 正 态 分 布 N(x,o?) 的 分 布 函数 F(z) 8548 BJ H 
式 

F(z) = @((z — н)/о) (2.36) 
通过 表 2-3( 或 由 附录 的 详 表 ) 求 出 . 式 (2.36), 则 可 由 F(z) 的 定义 
式 
Р) = | Bday 


通过 积分 变换 上 = (у – po ЖІҢ. 
问题 随机 变量 了 服从 М(0,1), ЖАЫ Р: 
(1) P(-1<Y <4) (2) P(Y > 5) 


(а) N(g,0.5" 


6 N(a,13) Лә 


ш-4 н-2 E н--2 #+4 


іс) Міш,27 


н-4 н-2 к #+2 ЕТт4 


图 28 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 
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表 2-3 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 概率 密度 函数 plr) 
与 分 布 函数 (z) 的 值 


x ptr) фсту 1--Ф(:гу 
0 0. 399 0. 500 0, 500 
0.5 9. 852 0. 691 0. 809 
1.0 9. 242 0. 841 0. 159 
1.5 0. 130 0. 933 0. 067 
2.0 0. 054 0. 977 0. 023 
2.5 0. 018 0. 994 0. 006 


3. 0 0. 004 0. 999 0. 091 


(6) MA H w (Cauchy distribution) C(u, aœ) (-оо< и < oo, x > 
0) 
& 


(z р) +a? (—оо < 4 < со) (2.37) 


fG)= 1. 


这 个 概率 密度 函数 的 图 形 (В 2-10) 看 起 来 与 正 态 分 布 很 接 
Mr, 但 两 者 在 理论 上 有 很 大 的 性 质 差 异 . 这 一 点 , 我们 将 在 第 5 章 
做 详细 介绍 ， 


正 态 分 布 与 项 玛 分 布 (x? 分 布 ) 的 关系 

HEMER X 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1), RRR Y =X? 
的 分 布 函数 Ғұ(у) 和 概率 密度 函数 fy (u). 

当 Yy<0 的 时 候 ， 很 明星， Ғұ(у) = 0, Уу(у) = 0. 

= y> 0 йв, 


Рү(у) = P(Y < у) = Р(Х? < у) = Р(-уу < X < VN 
му ұн 
一 / ф(2)ағ = 2f Ф(ғ)дт (2.38) 
- о 
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(а) 4а) 28) 


-4 =$ -2 -~-i 0 2 8 4 


图 2-5 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 概率 密度 函数 pl) 与 分 布 函数 Pr) 
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Z€) 


--4 一 3 —2 -1 9 1 2 3 4 


E 2-10 柯 西 分 布 C(0,1) 的 概率 密度 函数 


d d 7 
ло) = аб) = LO f 4(zjdz} 
这 里 令 VF = 则 由 复合 函数 的 微分 法 


df а ë 1 
Ло = ар glS Od) = 2А) 
最 后 用 V9 B + 得 到 
frlu) = -ar expl Ly) (2.39) 


жж G(1/2, 1/2), 即 它 服 从 自由 度 为 1 的 х? 分 布 的 概率 
ің Ж. 

一 般 来 讲 ， 从 服从 任意 分 布 的 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 求 
АХ 为 自 变 量 的 画 数 的 锋 率 密度 冰 数 的 时 候 ， 我 们 常 采 用 如 上 以 
Фе) 推出 fy(y) 的 思考 方法 . 
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问题 “” 设 随机 变量 X 服从 均匀 分 布 U(0,1), 试 证 当 o 为 正常 
数 的 时 候 ，Y = -arllogX 服从 指数 分 布 Ex(Q). 

问题 设 随 机 变量 服从 连续 型 分 布 ， 且 其 概率 密度 证 数 及 分 
布 函 数 分 别 为 f(x) 和 Ғт) 试 求 当 a 为 正常 数 ，5 为 任意 实数 的 
HE, ӘНЕ Y = aX + b КЕНІН ЖРА Sk. 


23 随机 变量 的 联合 分 布 


对 于 基 个 概率 空间 (Q, A, P), 有 时 我 们 需要 同时 考察 两 个 或 
两 个 以 上 的 随机 变量 Хі(ш), Хо), Ха(ш), 并 研究 它们 之 间 的 
关系 . Qin rrn ,zn 为 任意 实数 值 , 则 对 于 所 有 k(l < k < n) 
来 讲 ， (о: Хо) < zk) 就 是 一 个 事件 (ШЕЖТ А), 因而 


іс: Xil) < 21, (о) < 92,5 Х.ш) < та) 


= (te Хы < mk) 
k=1 

也 属于 A. 这样 ， 我 们 就 可 以 算出 它们 对 应 的 概率 . 这 个 概率 ， 

可 写成 Fx, X. Xa (ztz2 yzn) 或 简写 成 (zl;za，… ma) 的 形 

式 ， 并 称 它 为 随机 变量 Xi1(w), XX2(w),… X) 的 жазған 

(joint distribution function) 或 简称 分 布 函数 . Вр 


Ғ(а,5ө, Tn) = P(N {w :和 te sk (2.40) 
k=1 
下 面具 体 讨论 一 下 n= 2 ВЕ, 联合 分 布 函数 的 性 质 . 
我 们 把 每 个 随机 变量 X1(w), X2(w) 看 做 是 在 直线 上 随机 走动 
的 质点 . 同 理 ， 我 们 把 二 维 随机 变量 (007), Ха(ә) 看 做 是 在 某 
个 平面 上 随机 走动 的 质点 (如 图 2-11 ЖЖ). 
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Ё 2-11 二 元 随机 变量 的 联合 分 布 


即 如 果 Хай) 的 取 值 为 mi, Xau) 的 取 值 为 а, 这 个 质点 可 看 
做 是 位 于 举 标 (а), азу 的 点 P. 

这 样 ， 按 照 上 面 的 解释 ， 对 应 于 这 一 点 的 联合 分 布 函 数 的 值 
Р(а1,а2) (为 了 方便 ， 我 们 把 F(ai,a2) На F(P)), 就 是 这 个 质 
点 位 于 图 2-11 所 示 右 上 赫 线 和 右 下 斜 线 重 委 区 域 


{(21,22): –оо < 21 < ау, -оо< 22 < az) 


的 概率 ， 同 理 ， 质点 位 于 右上 锋线 区 域 


{(21,=2):а < T1 <b, 00 < Ta < az] 
的 概率 为 
F(Q) — F(P) = Ғіз,аә)- Ғ(аі,а2) 
J SA hr + # TARREI 


[(zi.zs): —oo < mi Say, а < 22 < bs) 
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的 概率 为 
F(S) — Е(Р) = F(a1, b2) — Е(а1,аз) 


特别 地 ， 质 点 位 于 矩形 区 域 PQRS 
{(=1,22):ау < v1 Sbi, а <= < ba} 
的 概率 


F(R) — F(P) ~ (F(Q) — F(P)} — (F(S) – F(P)) 
= F(R) - F(Q) — F(S) + P(P) 


由 此 ， 我 们 可 以 推出 下 面 所 述 分 布 函数 的 性 质 G). 性 质 Gi) 及 性 


质 (ій) 可 仿 一 维 随机 变量 情况 推出 . 
G) 单调 不 减 性 : 如 果 а < bi, а> < bs, ЛІ 


Ғ(һ,ӛз)- F(b1, a2) — F(a, b2) “Ғ(а,а2) > 0 (2.41) 
(ii) 在 连续 性 ， 
Á Bm. F(z 3 z2) = F(a 4 аз) (2.42) 
(iii) 
a lim F(zi,z2) = 2 lim F{z1, 22) = 0 (2.43) 
Jim, Е(а1,22) = 1 (2.44) 


Еш) = F(z, +оо) 是 一 维 随机 蛮 量 的 分 布 函数 [ Ха(г) 的 
取 值 不 去 考虑 ), CER Xw) 小 于 等 于 z 的 概率 . 我 们 称 Ға) 
为 由 Fheis) 确定 的 ， 关 于 Хо) 的 边缘 分 布 函数 (marginal 
distribution function}. 同 理 ， F(x) = Е(+оо, х) 是 关于 X,(u) 的 
边缘 分 布 函 数 ， 


41 


此 外 对 于 固定 的 c, 我 们 称 F(z,c)/F(co,c) ARIF Xaus с 
下 的 关于 Ху 条 件 分 布 函数 (conditional distribution). 

012-2 二 维 正 访 分 布 (bivariate normal contribution) 如 果 二 
维 随机 变量 的 联合 分 布 可 以 写成 


T'(zi,zs) = 广 广 f(u,u)dudu (2.45) 
的 形式 , 我 们 称 它 服从 连续 分 布 , 并 称 Жаз) дан. 
其 中 ， 特 别 常用 的 是 二 维 正 态 分 布 


і 1 
Ха, v) о ІУ 4639) ((2.46)) 


Фб) = 


(=A 
т 200) + (ғау) 


这 里 ， 21, 93 为 正常 数 ， ор 为 满足 -1<р<1 的 常数 . w E I E 
Ла) 是 关于 Xi (eo) 的 边缘 分 布 的 概率 密度 函数 ， 则 


лбе) = 0) (2.47) 
F(z) = / í / ~ fGu,u)du)du (2.48) 

页 а 
file) = / f(z, vdv (2.49) 


把 上 式 代 入 式 (2.46), 积分 (比较 繁琐 ) 得 到 


_ 1 е 21 2 — рі, 
he = ro хр[ 2( с 34 (2.50) 


很 显然 ，X1(w) ОТОЛЕ БА No?) AR, Xw) 的 
边缘 分 布 也 为 正 态 分 布 N(j2,03). 
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当 考 察 两 个 有 关系 的 变量 之 间 的 分 布 , 比如 学 生 (身长 , Rü Ë) 
分 布 ， (数学 成 绩 ， 英 语 成 绩 ) іп еліні, 我 们 常会 用 到 二 维 
ERAM. 


2.4 随机 变量 的 独立 性 


ШЖ п 维 随 机 变量 Xw), Х(0), XAG) 的 联合 分 布 函 数 
cz za) 可 以 写成 5 个 一 维 随 机 变量 分 布 函数 的 积 的 形 
式 

Е(ті,жә, Ep) = Р(х) (жә) Faizan) (2.51) 


我 们 称 这 人 个 随机 变量 是 相互 独立 的 . 这 里 ， 每 个 Filer) ЖИ 
此 分 布 的 边缘 分 布 函 数 ， 当 nn 个 随机 变量 均 服 从 离散 或 连续 分 布 
的 时 候 ， 我 们 可 用 概率 分 布 或 概率 密度 函数 来 代 夫 分 布 函数 ， 并 
把 式 (2.51) 改写 成 


flax, 82 Za) = Ла) рға) (а) (2.52) 


这 里 ， 办 (zk) 是 边缘 分 布 Feler) 的 概率 分 布 或 概率 密 诬 函 数 ， 
例 2-3 在 二 维 正 态 分 布 的 式 (2.46) 中 ， 如 果 令 o= 0, B| 
f(z1,22) = жан y Бөтен Б! 


ша 2 exp[ 一 3 (7 


= f (ға) (2) 
1 x; 一 


六 (zi =- Р 5026 = ] G=1,2) 


RRR Xle) ЖІ.Хо(ш) НЕ НУ S] Ë JX IE Ж. 
例 3-4 Xi 服从 二 项 分 布 B(nt p), X> 服从 二 项 分 布 B(nə; р), 
且 它 们 相互 独立 . ШЕ S = X, + X; 也 服从 二 项 分 布 召 (mal tnp) 
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根据 式 (2.51) 及 全 概率 公式 ， 对 于 所 有 满足 如 + ky 二 大 的 组 
合 (ki, ka), 我 们 只 要 将 


( т Б = р)" x "2 Jra- (2.53) 
ki Кә 


进行 累加 ， 即 可 得 到 S = 大 的 概率 . 由 于 式 (2.53) 相当 于 


( ы J ( ы Ja- (m = т + n2) 


P(S = k) = [ N J ре(1 — p)" (2.55) 


хаж 


ЕП, 5 服从 B(n; Р). 
问题 设 随 机 变量 БЕКІ JA 84 2 E Ро(Х4), Ро(32), 
且 它 们 相互 独立 . 试 证 X, + X, 也 服从 泊 松 分 布 Poli + А). 
提示 ; 可 考虑 利用 二 项 展 式 


k 
(h + №)“ = S ` [ N J Atag ёа (2.56) 


kı =0 1 


= 

1 Ша И na 和 ns(=n 一 m1) 两 个 部 分 Аа = 0,1,2,..., W 
НЕ, ША — B R IH k, 个 物体 ， 另 一 部 分 取出 А, 个 物体 的 组 合 数 逐 次 进 
行 昧 加 ， 就 会 得 到 从 mm 个 物体 中 取出 点 个 物体 的 组 合 籽 . 
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2.5 相互 独立 随机 变量 的 和 的 分 布 


上 一 节 中 ， 我 们 求 出 了 服从 二 项 分 布 及 泊 松 分 布 的 两 个 相互 
独立 的 随机 变量 的 和 的 分 布 . 这 一 节 里 ， 我 们 把 它 推 广 到 更 一 般 
药 情 况 ， 考 察 服从 任意 分 布 的 、 相 互 独立 随机 变量 的 和 的 分 布 . 

设 随 机 变量 Х.Х 相互 独立 且 服 从 离散 分 布 . 它们 的 概率 分 
布 分 别 为 AOM HO 2 所 取 的 值 的 集合 V = {оо 01,75). 
M g E S= X, + X> 的 概率 分 布 为 ЖӘ, 则 迟 上 一 节 例 2-4, 


f(z) = Р(Х, + X; = z) = У P(X, = v)P(X> = z 0) 
£V 


= > hehe- z) (2.57) 


和 三 了 


式 (2.57) 右边 的 积 和 形式 ( 它 的 特点 在 于 无 论 z 的 取 值 如 何 ， 
Jf 的 自 变 量 与 后 的 自 变量 之 和 将 保持 不 变 ), ЯК А 5 Јо В ЕА 
(convolution). 特别 地 ， 如 果 随 机 变量 X, X. 只 取 非 负 整 数值 ， 
则 式 (2.57) 将 变 为 


f(z) = У (k) fa(z — k) = Уу fila — Аа) (2.58) 
k=0 k=0 


下 面 再 讨论 连续 型 随机 变量 的 和 的 分 布 . 设 随机 变量 X, Хо 
相互 独立 且 服 从 连续 型 分 布 . ЕРЕЖЕ вА мА f: (:) 和 
Отаны ҚО 和 F(J). WIB E S= X, + Xs 的 概率 
W F£ PS Sr 2 S db Pi Sr Ул fO) 和 ҒО), 


Ға) = Р(Хі + X> < z) = fh hw)fotr)drdrz 
= f (f i  ӨЗЗЕ РЕЛЕ 1 
一 ГА Ғо(ш- тізһітіуіті (2.59) 
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从 上 式 第 一 行 扒 到 第 二 行 的 过 程 中 ， 先 对 za ЖШ, АБЕ =. 
ЖАЯ. TEER FRANN, 则 


Fa) = Í File — zo) a(z2)dz5 (2.60) 
对 式 (2.59) 及 式 (2.60) 关于 z 求 导 ， 我 们 得 到 
fía) - [" Міг-жі)А(тіУіг = ГИ А (2-25) (зә) {2.61} 


即 对 于 连续 型 分 布 来 讲 ， 和 的 分 布 的 概率 密度 函数 可 通过 各 个 分 
布 的 概率 密度 函数 的 (积分 形式 的 ) 卷 积 求 出 . 

例 2-5 设 相互 独立 的 酝 机 变量 Xir, Xa А — iE R 
Ех(а). 试 求 它们 的 和 的 分 布 . 

Яж AG) = falt) = аео (t> 0); falt) = R) = 0. @ < 0), 
故 若 z < 0, 则 f(z) = 0, 3F > > 0, Ду 


т ЕУ 
Жа)- / gemalt) ,eotdt ~ ce di = a2re e= 
о о 


ЩЕШЕ О(о,2) 的 概率 密度 函数 . 
例 2-6 设 相互 独立 的 随机 变量 Xa, X, 分 别 服从 佑 玛 分 布 

Goa,m) 和 Со, ио). RIE X, + X; 也 服从 糊 玛 分 布 G{a, 四 + е). 
`8 z > 0 的 时 候 ， 


= Fi Pa 

= — fp pai -afr , ел, ав + 

Jf (=) / rp (z — t) є Fo е 
с Би e а 


- * - г-іше--і 
= Tyra / 6-Өз-ие-ш 
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进行 积分 变换 ， 即 从 t 变 到 s = t/z, ІШ 
т 1 
f (x — Ф) е1 = f (2 — srj” l(sr)y"2 lxds 
9 0 


1 
= patemi f (1 一 аул 182-143 一 жүт 1, на) 
ù 


— LT{v OT (r>) туге 1 


Е Гі + v2) 
量 后 求 出 
f j= att Tuz lar ( > 0) 
(z) = Г Fia) таты е т 


EWS Ж Со, +r) ЖЕНА Ж. 
按 同 样 的 方法 ， 我 们 可 以 求 出 三 个 及 三 个 以 上 相互 独立 随 桃 
变量 的 和 的 分 布 , 为 了 方便 ， 我 们 简单 地 用 


f = ñ * f: 


表示 离散 分 布 公 式 (2.57) КЕНТ (2.58) 的 卷 积 ， 根 据 前 
面 所 述 ， 我 们 已 知 眷 积 演算 * 满足 交换 律 


Лжр-һайл (2.62) 


现 设 三 个 随机 变量 X, ,X;, Хз ОМ 2 Ti ER B SE ЕЕ Ж Sy 9 29 
fis fa, fs, S = X, + X> Xa 的 概率 分 布 或 概率 密度 函数 为 f. WH 
Яғ S= (Xi + Xs) + Хз 有 


f = (fi + fs) * fs 
LHF S= X + (X; + Xs) 有 


f = ñ * (fx * fs) 
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可 见 ， 卷 积 演算 < 还 满足 结合 律 


(Fi * fa) * fs = fi * (fs * fs) (2.63) 
即 我 们 可 以 会 去 括 寻 而 把 它 简 写成 
f = f, * fs * fs 
一 般 地 ， 对 于 n 个 随机 变量 ， 我 们 同样 有 
F=fi*fa* fa» -es fn (2.64) 


特别 地 ， 如 果 ? 个 随机 变量 服从 同一 分 布 , 即 如 果 方 = 户 =.……= . 


Ía 则 和 的 分 布 可 写成 
= Аклар ДӘ (2.65) 
Y. — 
f. w n + 


的 形式 . 上 式 的 右边 称 做 f, 0 n ЖИН, 并 把 它 表示 成 为 O 此 
外 ， 如 果 fi 对 应 的 分 布 函数 为 Р, 则 可 将 70У 对 应 的 分 布 函 数 写 
ЖЕО ЗЫК FË 为 F, 的 n 重 卷 积 ( 见 第 6 章 ). 即 如 果 相互 独立 
的 随机 变量 X, Xa, Xn 服从 同一 分 布 Fa, A 


Р(Х + X> + --- + Xn < z) = Р) (2.66) 
习题 2 


1. Ж X,Y 是 相互 独立 的 随 抽 变量 ， *4 2 M 8 A $ 5 
А.А 的 泊 检 分布 ， 试 证 


k M +À Ау +A 
(k=0,1,-..,D 


P(X 一 klx +Y = D = [ : J ( А Ж № TI 
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2 设 随机 变量 马 服 从 参数 为 入 的 泊 松 分布 Pol 和 ), 随机 变量 
XEZ-U 为 任意 非 负 整数 ) 的 条 件 下 碌 从 二 项 分 布 Bip) % 
ж Х ЖЖ. 

3 设 随机 变量 区 服从 几何 分 市 Gel(p). Y EA #8 a t Ех(о). 

(1) 钼 定 1 为 任意 自然 数 ， 试 求 玉 之 1 条 件 下 针 的 来 件 概率 
жж. 

(2) Ж Z 3 £ 8, 2k Y >Z kf T Y 的 条 件 概 率 分 
ж. 

4 MERAH 33 X F S 3 Жай. 39 3 8 2 | S K т.п 
有 P(X >n +m|X >n) = P(X 2 m), жи ХЖХАЯЯЖ. 

5 设 随 机 变量 Xi X... X, 相互 独立 且 服 从 均匀 分 布 (0,1), 
8% Y = —108(Х1Х2--: Ха) 的 分 布 

6. 设 Xi, X... X, 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 它 们 的 分 布 函 
ЖА P. 试 求 = шах(Х,Хз,:--, XA), 2 = min(Xi, Xass Xn) 
вожак (这 是 信 种 福 理论 领域 中 的 重要 课题 设 构成 系统 的 
局 一 种 类 的 姓 个 堆 件 的 寿命 分 别 为 XXn X, 如 果 系 统 是 于 
联 的 ， 则 其 寿命 为 了; 如果 系统 是 并 联 的 ， 则 其 寿命 为 Z). 

т жаван X ñ 38 8 & 3 F. 试 证 随机 变 重 
Y = F(X) 服从 均匀 分 布 U(0,1) (аъ F 3 í £$ * ë Ж). 

8 设 兄 取 正 值 的 连续 型 随机 变量 X, Y таға да WL Я 
еже Бк). ЖОЕ X+Y,V=X-Y,W = XY K 
Z=Y/X m W £ P k а Ж. 

9. = # E £ 2 4 0 F * É ан Ж (2.46) ж. ЖЖК 
# m =. s. | 

10. RMAN E R Х,, Хо, Xs 相互 独立 且 服 从 正 态 分 市 N(0, 02). 
ae V = yX + X2 + XZ 8 w $ @ k ë 8 ( V 的 分 布 被 称 为 В 
s= W BR ZR t (Maxwell distribution), 在 物理 学 中 常用 于 后 气 体 分 
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子 运 动 论 的 模型 .] 
П. 设 了 为 自然 获 ， 厂 为 0 到 1 工 之 间 的 常数 . q = 1 — р, Қ) 


ө ( HEE е оола 


ЖО 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution) NB(r;p) 的 概率 
жж. 
(1) ü £ M d 69 WL k X p, 失败 的 概率 为 q 9 $ W lü 2 +J 
验 中 ， 直到 首次 成 功 r 次 所 项 失败 试验 次 灼 为 及 次 的 统率 为 Ж). 
(2) 二 项 系数 


n ] пп Dn – 2)... (0-1) 
k J] k(k—1)(k —2):..1 


本 来 用 于 表示 组 合 数 ， 因 而 只 适用 于 满足 0 < 上 上 <n 的 整数 如 ,外 
假定 对 于 任意 n, k(k 20) 均 可 用 上 面 的 定义 ， 试 证 以 下 莓 起 成 立 
(3 $ 9 £ 3 b й Ж). 


r+Ë— 1 АГ 一 个 -r ІТ 
(“9 н) а) 


12. Æ É W EE =E + тфа ај é 三 布尔 分 布 (Weibull distri- 
bution) 的 概率 密度 为 


fz) = ome™ ехр-а2"] (с>б,о>0,т > 0) 


Wl R X WR) k 3 3, RH Y = Хе B X f Z 2 *. 
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第 3 章 随机 变量 的 数字 特征 


3.1 数学 期 望 
3.11 ЖИ 
БИКФТИЕЛМРЕХИНЖО65 
(о) = Р(Х = 0) (k -0,1,2,...). 


这 时 ， 我 们 称 


Е 


Е(Х) = 5 vaflo) (3.1) 
k 


为 此 随机 变量 或 此 分 布 的 均值 或 数学 期 让 (expectation). 


ЖЕ 记号 五 来 自 数 学 期 望 的 英 译 词 expectation 头 字 母 . 严格 
地 讲 ， 当 式 (3.1) 的 级 数 绝对 收 黎 的 时 候 ， 即 当 目 忆 当 条 人 忻 


Уо (о) < со (3.2) 
k 


成 立 的 时 候 ， 我 们 将 式 (3.1) 称 微 均 值 ， 而 在 其 它 情况 下 则 认为 均 
值 不 存在 ， 由 于 实际 出 现 的 绝 大 多 数 分布 均 能 满足 此 条 件 ， 我 们 
一 般 不 去 考虑 它 . 
下 面 求 曾 在 第 2 章 第 2 节 出 现 过 的 几 个 离散 分 布 的 均值 . 
(1) 0-1 分布 B{1;p) 


E(N)=0x7(0) + 1 x f(1) =p 
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(2) 二 项 分 布 B(n; p) 


Е(Х)- yy - kr = 5% (: ) pt — p)" 
k=0 k=1 


k=i 
当 上 过 1 р, 
n n! _ nl (n — 1)! 
41, = ku = АУЛ (k= Iak "Е Та ky! 


m! _ m 
қасы”, 


m, і-і-іт-з-і. 因而 
m i+1 m-i 
X) = 1- 
E(X) >. [ ; )» (1->) 
ша» (“ ro – р)" = np 


t=0 


因为 [ ji Jra- 为 二 项 分 布 Blm;p) 的 概率 分 布 ， 所 以 


ERA = 0 加 到 != m 的 时 候 其 和 为 1. 由 此 我 们 可 以 推出 上 
面 的 最 后 一 个 等 式 . 
(3) 几何 分 布 Gefp) 


E(X) = Dia- = 0-0) Р) 
这 里 ， 用 到 了 级 数 公 式 
Усы = i (lz| < 1) (3.8) 


к--0 
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(4) 泊 松 分 布 Po( 和 A) 
ВОХ) = 50) = У ksk) = у г> =^5 е (Е 1) 
= уе AS AD》 
— H 


ішо 


ЖШ, l= kl. 

设 gle) 为 任意 实 函 数 ， 则 g(X) 亦 为 随机 变量 ， 假定 g(X) 的 
取信 为 wo, wi,wz,……, 概率 分 布 为 hlu), 则 由 上 面 的 定义 ， g(x) 的 
数学 期 望 为 

E(g(X) = > u;h(u;) (3.4) 
3 


利用 下 面前 定理 ， 我 们 不 用 求 出 (X) 的 概率 分 布 而 可 以 通过 项 
机 变量 X 的 概率 分 布 直接 算出 2(X) 的 数学 期 望 ， 


定理 3-1! — E(g(X)) = 5, glor) flor) (3.5) 


当 ХОН ә ЖІК ірі, 也 可 由 分 布 函数 所 代替 概 
Жж f ің Е(Х). 


定理 3-2 如 果 随 机 变量 XX AREH, M 

E(X) = / P(X > z)dz = f {1— F(æ)}de (3.6) 

证 明 E(X) = 3 wukf(uk) 相当 于 图 3-1 中 阴影 部 分 的 面积 . 
к 


这 个 面积 又 等 于 Га - F(a)) d>. 


1 此 定理 的 证 明 ， 参 考 习题 3 问题 5 及 其 解答 . 
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3-1 只 取 非 负 值 的 随机 变量 的 数学 期 望 


推论 ”如果 随机 变量 X RnR, HJ 
Е(Х) = SPX >k)= ya — F(k)) = SPx >k) (3.7) 
k=ü k=0 k=1 


如 果 随 机 变量 X 只 取 负 值 ， 则 


E(X)= УАҚ) =- УСЫ Ға) 
к k 
因为 了 ны) 相当 于 图 3-2 ri B] 82 86 АИЯ, Br bi 
k 


Е(Ху-- / ° Р(Х < =)dz = — ГА ° F(z)d= (3.8) 


— f Uk. 2>5 BS A 3 E PX ІІІ X pJ 9 (8 804%, ЯЛ 
下 定理 . 


定理 3-3 


Е(Х) = f " P(X > z)dz — f ? P(X <а)ав (3.9) 


— ЭЎ УХ SS 


>> ~ NS 
<< Ж 


0 22 г т. а, % 


图 3-2 只 取 负 值 的 随机 变量 的 数学 期 望 


条 件 期 望 (conditional expectation) лі Ра 7N BEML E Ж 
X 5Y, P(Y =) > 0, 则 在 事件 了 二 gy 发 生 的 条 件 下 多 服从 概 
жән 


Р(Х =v,Y жу) 


Қо) = Р(Х = aY = у) = PO =y) (3.10) 
ЭЎ. EY =y +f F X 的 数学 期 户 
E(X|Y = у) = У vef (vely) (3.11) 
k 


于 是 ， 在 式 (3.10) 83 PN B R DL P(Y = у), 并 对 所 有 可 能 的 Y м 
行 累加 ， 便 可 得 到 X 的 (无条件 ) 数学 期 望 ， 即 


定理 3-4  E(X)= E, E(XIY = у)Р(У =y) (3.12) 


此 式 可 由 全 概率 公式 推出 (38 1 章 式 (1.21)). 由 于 简便 易 用 ， 
我 们 在 以 后 的 章节 中 经 常用 到 这 个 定理 ， 
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3.1.2 连续 型 
设 连 续 型 随机 变量 X ЕЖЕЛ А f(z), 则 我 们 称 


Е(Х)- / 7 АҢауаг (3.13) 


为 此 随机 变量 (或 此 分 布 ) 的 均值 或 数学 期 望 .( 除 下 面 将 要 提 到 
的 柯 西 分 布 以 外 ， 有 关 绝 对 收 襄 条 件 的 注意 事项 与 高 散 型 的 情况 
相同 ) 
下 面 求 曾 在 第 2 章 第 2 节 出 现 过 的 几 个 连续 分 布 的 均值 - 
(1) 5855Ж U(a,b) 


b 
B(X) = Í = l q Í = 2+5 
а 


b-a 2 
(2) 贝塔 分 布 Bela, 8) 


E(X) -f sgat – х)? -Tide 


а + д 
(3) 指数 分 布 Ех(о) 


(4) Т Glar) 


Е(Х) = Г граба" etda (az = t) 


_ f° 1 „adt 
-f FG) a 


_LTir+1) ғ 
~ Ti) о 
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(5) Eit М(и,о2) 
E(X) = 三 << кісе 
=f (и + о?) 


а ті Зас f ` = 


-и 


с е1 іш 


= expl- ЫТ 


(6) 柯 西 分 布 C(u, о) 
这 蚌 非 常 骨 型 的 不 存在 均值 的 分 布 。 比 如 在 j=0,a=1 
的 情况 下 


_ f dz _ “ [аја 
ЕДІ) = J. eiza +r?) ` dim, / T(1 +z?) 


— – о 


А ы“ тат . 2 е 
іш, Í (Fz шш f "0 3:2) 
= lim [2 log(1 + z2)J# — „Ша [> log(1 + 22)]? 


u= Әл 


= i 2 зу 
= lim 2- log(1 + u )+ lim = log(1 +: ) = 的 


ч- 


同样 ， 当 j, a Hz Pt Z НАН ЖЫН ла. 这 是 由 于 
当 |z| 趋 近 无 穷 大 的 时 候 { 与 正 态 分 布 的 概率 密度 相 比较 ), 概率 密 
Ж f(z) 极其 缓慢 地 逼近 笃 . 柯 西 分 布 因 此 也 常 被 称 散 幅度 宽 长 的 
分 布 . 

离散 分 布 中 所 述 定理 3-1 及 定理 3-3 在 这 里 同样 成 立 . 


定理 3-5 设 gfx) 为 任意 实 请 数 ， 则 
EX) = Í аб) (ааа (3.14) 
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定理 3-6 
E(X) = f Р(Х > z)dz ~ / ° p(X < sas (3.15) 
А 0 то 


жалы кЕвЛМИЛЖЕЕ X 5 Y 的 联合 分 布 的 概率 密 
EBRA f(z,u), Y 的 边 绢 分 布 的 概率 密度 函数 为 fY(). 则 对 于 
满足 Ју (у) > O АУ Y, 仿 离 散 型 的 情况 ， 我 们 疝 样 可 以 定义 Y=y 
ЖЕТХ 分 布 的 概率 密度 


fal) = ER (8.16) 
Y =y ЖТ Х 的 数学 期 望 
BUY = v) = Í 27) (3.17) 


Y=y ATF X ñ kW Bts X 的 (无条件 ) 数学 期 望 之 间 具 有 
以 下 关系 ， 


定理 3-7 


zœ = f ” B(XIY = fv (vdv (3.18) 


3.1.3 数学 期 望 的 性 质 

如 土 所 述 ， 在 计算 均值 的 时 候 ， 我 们 发 现 离散 分 布 与 连续 分 
жж ЗЕТА ПОЕ Ж. 不 区 分 分 布 的 类 型 ， 我 们 将 式 (3.1) 及 式 
(3.13) 表示 成 下 式 : 


E(X) = Í 7 zdF(z) (3.19) 
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ERALA EIRY H (Stieltjes) 积分 (Stieltjes Integral), € 
的 具体 崔 容 将 罕 给 解析 学 的 课本 去 讨论 ， 这 里 刀 是 为 了 表示 方便 
而 已 ， 当 此 式 出 现 的 时 去 ， 如 果 不 恒 于 理解 ， 也 可 把 它 看 成 诸如 
式 (3.1) 的 和 的 形式 ， 或 是 诸如 式 (3.13) WE 353853 (Riemannian 
Integral) 的 形式 . 

下 面 我 们 讲 一 些 均值 的 性 质 . 首先 ， 由 均 信 的 定义 容易 推 知 
其 线性 性 . 

[E1] 设 c, b 为 任意 实 常数 ， 则 


ElaX +b) =aB(X)+b (3.20) 


设 Хі,Х3,-, Xa 是 定义 在 同一 样本 空间 的 随机 变量 ，g(zt, 2, 
… ,zn) 是 实 函 数 ， 则 仿 定理 3-1 及 定理 3-5, 随机 变量 9(Xi, 工 ?， 
es Xn) 的 数学 期 望 可 由 下 式 给 出 . 

[E2] % Х1,Х:,--,Х, 的 联合 分 布 函数 为 F(zi,zm2, Tn)， 
则 


E(g(Xi, Хә, --.Х,) 


(3.21) 
= ы. `. -六 (21, my," ` , ma )d4F'(zi , T2, T. rn} 


特别 地 ， 当 9 是 单 变量 西数 ， 比 如 是 z1 的 函数 的 时 候 ， 又 有 下 式 
RE. 
[E3] 设 X, 的 分 布 函数 为 F(s), 则 


ЕХ.) = / > g(r dF (zi) (3.22) 


从 [E2] 及 (ЕЗІ, 我 们 又 可 以 推出 [E4]. 
[E4] E(X1+ Xz+: + Xn) 
= E(X1) + E(X) + + E(Xn) (3.23) 
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KER., 我 们 知道 各 个 随机 变量 之 和 的 数学 期 望 等 于 各 个 随机 变 
量 的 数学 期 望 之 和 . 这 里 要 注意 , 它 与 随机 变量 X, X.,..., X. E 
ЯН с. 但 是 在 积 的 情况 下 ,一 般 来 讲 ， 如 果 没 有 独立 
性 的 话 它 不 能 成 立 . 

[E5] RENER X,,X.,..., Xn 相互 独立 ， 则 


E(X Xz Xn) = E(XI)E(X2)... E(X,) (3.24) 


ШІ 设 相 互 独立 随机 变量 
хі, Aa, Xn 的 分 布尔 数 为 Fi, Fo, Ж, Mij 


Ғіа,тҙ,--,і,)- F(T) (аа). Е, (ға) 
(第 2 #W& = ( 2.1)), 又 在 [E] 中 令 а(ті,2а,--,шҺ) = Tto Tn, 则 
ЕХ X2 Xa) = / іг za dB) (z1i)dF(zə) -- aR, (m, 
-F пар (а) f ” wadFalea) -++ f” andFalen) 
= E(X1)E(X2) - E(Xa) ` 


[E5] 推广 到 一 般 情况 ， 我 们 可 以 得 到 [E6]. 
(Ев) 设 91(21), 4з(ғ2),:- ! ,Fn (Ln) 为 任意 实 函 Ж. + B Bñ HL 35 
Ж Хі, Хх, ttt, X. 相互 独立 ， 则 


E(gi(Xi)gs (X): gal Anh) 
= Elg(X)) Е(9(Х2))-:: Eln Xa) (3.25) 


3.2 方差 


如 果 用 符号 u 表示 随机 变量 X 的 数学 期 望 ， 则 (X — u)? 亦 
为 随机 变量 ， 它 的 均值 被 称 为 天 (86 Х ан) йу A variance), 并 
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用 уаң Х) 表示 . 


Var(X) = E{(X - ny) = / "а-илағқ(г) 
ри - ы f (2) (X. 有 最 从 离散 分 布 ] 


к (3.26) 
Ге - u) ftd (X 服从 连续 分 布 ) 

此 外 ,我 们 把 Var(X) 的 正 的 平方 根 称 做 七 (或 二 分 布 ) 的 标 
Ж 2 (standard deviation). м X DEL a ЕЖЕ СЕ, X 的 
方差 及 标准 差 也 越 来 越 大 ， 可 见 它 是 一 种 衡量 五 “偏离 程度 ”的 
КЕ. аз X 服从 正 态 分 布 Nip,0) ЕВ, “Var(z) = с?. 第 
ове 2-8 给 出 了 og = 0.5,1,2 情况 下 (w,o?) 分 布 的 概率 密度 . Ж 
3-1 还 列 出 了 几 种 具有 代表 性 的 分 布 的 方差 . 


方差 具有 如 下 性 质 : 
(1) Var(X) > 0 (3.27) 
(2) Var(X) = E(X2) — и? (3.28) 


因为 (X — н)2 = X2 — 2nX + n? 
Var(X) = E(X? — 24X + н?) = E(X?) — 2E(uX) + Е(и?) 
= E(X?) — 2u E(X) + а? 
= E(X2) — 2p- p +p? 
= Е(Х?) 一 p’ 
(3) 设 a,b 为 定常 数 ， 则 
Var(aX + b) = a2Var(X) (3.29) 
因为 
Var(aX +b) = E{(aX+b— (ap + 5)2} = E(a2(X — ну) 
= a2E((z ~ ну) = a° Var(X) 
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(4) ЕМІН Жі, Хэ 的 均值 为 H1, #2, 10] 


Уа(Ха--Хҙ) = Уағ(Хі)--Уағ(Ха)2Е (Хі-ш) Ха-на)) (3.30) 


因为 
Маг(Хү + Xs) = E[((X: + X2) — (m + #2) }¥"] 
= E(X — 4)? + (X2 — рә) + 2(X1 — жш) Х2- нм) 
= Var(X3) + Var(X>) + 2E[(X, — ра) Ха 一 pz) 

这 里 ， 我 们 把 


E{(X ~ p(X — p2)} 
称 做 随机 变量 X, 与 X; A h Æ (covariance), 并 记 为 Соу(Х1, X2). 
She x+ 
r( Xi, X2) = Cov(Xi, Хә) v Var(X:)Var( Хә) (3.31) 


称 做 随机 变量 X, 5 X, 的 相关 系数 (correlation coefficient). 特别 
Ж, 5 -(Хі,Х3)-0 мек, ЖЖЖ X, 与 X: 不 相关 ， 由 于 


(Xi — ш) (2 — ро) = ХХ — p1 Xa — н Ху + нша 
ВИТЕ ЕН БАЗ НЯ ЗЕ pin, u 
Cov(X1, Ха) = E{(X1 — m )(X2 — ш))- E(X1 X2) — ние (3.32) 
当 Xi 与 Хани, ӘЖ 
Cov(X1, X2) = r(X,, X2) = 0 


TE X 与 х. 不 相关 (其 道 一 般 不 成 立 )， 
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Ж 3-1(a) 典型 离散 型 分 布 一 览 事 
r Qa 
分 布 名 和 参数 范围 АНАС Ес 
(0-1) 分 布 BC1;p) pq" P рез 
0<2<1 (=1~p) k=0,1 bq 


2 项 分 布 Bin:p} A^ knk tpos 
ди (%)» 4 пр (pe"t+Q) 
0<p<1 (gml—p) k=O, ln "20 


ЛЭ Сес) м qip P 
0<p<1 gaip) ілх0,1,2,-- dlp 1 一 ge 


负 2 项 分 布 МВС) r+Ë—1 p ү 
r: 自然 数 k же "а? ( 1-ден: ) 
0<р<1 (g=1—a) k==0, 1, 2, e м/м 

А 

À 


pes Ро(3) ез Ат ехргА)е!!—1)7 
й==0, 1, 2, + 


- 


ЖЕ: 3031 +0 M(a,b, z) 为 如 下 合流 型 超 几何 级 数 


1 8z _ (ejz? _ (ejz? 
M(a,b,z) = 1+ + T A L a 


(а). = а(а + 10а + 2): (a +n — 1) 


我 们 把 它 推广 到 更 一 般 的 情况 , 对 于 7 个 随机 变量 Х1,Х2,--., 
Xn 可 以 得 到 以 下 性 质 . 


(5) 
r өзі т 
Var(X1, Ka, Xn) = УМХ) + 25 У Cov(Xi, Х;) (3.33) 
i=l i=1 j=i+l 
特别 地 ， 当 Ху 一 x; — — Xx, Жи ж h'a Lus a 有 


Маәг(Х1, Хз. ... Xn) = Var(X) + Var( Ха) +-+ Var( Xn) (3.34) 
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于 3-1(b) 典型 连续 型 分 布 一 览 表 
ғүн 
分 布 名 和 参数 范围 。 | Азақ 


р Uca, b) | 1 Ce 十 有 ep 一 eta 
— o < q < b со b—a i(b=a)t 
agrab G- afz 


Beta 分 布 Beca, В) 2 жута 
а>0, Й>0 а.) * q 


gral 


Mia, а +P, iN 


Ж Erte) 
«>0 х>6 


Сапта G(e, v) | 


Е lares 
>00, у>0 


—1 _ 
TGS 


ESA Nla, 02) ` 


le t— ü 
-оз< a s >Ü тд xp 上 An р 
| — o < z < co а | 
ҮЛТ Сс, 23 1. = EL Lim bi 
Oe, 0 п XA | 不 存在 | 
—s <x <o FEE 


ӘНЕ £ + $g (Chebyshev’s inequality) 当 E(X) = p, 
Var(X) = о? > 0 Е, 2 Y = (Х – н)у/о, WJ Е(Ұ) = 0, 
Var(Y) = 1. 这 种 对 于 给 出 的 随机 变量 X TE X - u) 的 
变换 ， 便 其 均值 变 为 0, ЕРЛІ ШАРЫН X 进行 标准 


化 (normalization). 


W 入 为 任意 正 数 ， 则 |Y| > X 653838, BD ХУН нй 
偏离 程 度 为 标准 差 o 的 和 АЦЕВ, БЕЯ A 的 增 大 而 减 
小 - 这 个 概率 究竟 有 多 大 随 X 的 分 布 而 异 ， 但 无 论 X 服从 什么 
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分 布 ， 总 有 以 下 不 等 式 成 立 : 


P(|X — ш> А) < 5 (3.35) 


£ — 5 sU F Wk РЫШ АЖ. 
证 明 我 们 把 实数 轴 分 成 如 下 三 个 区 间 f -(-оо,ш- Ао), 
і-(ш-Ас,ш--ӘХо)| 1 = (u + Хо, оо), W X 的 方差 为 


= | аак (а) + f e аца) + f (а-ыуаға) 
PREKA T, 5 Ts, |z — p| > Ас, 在 区 间 h, 上 式 中 的 积分 为 非 
f, кн 
2 2 2 
о? > /oo dF(z) + / оо ағ(«) 
= (Ао)2Р(|Х — pl > А) 
成立， 最 后 在 两 这 除 以 (Ae), 即 可 得 到 式 (3.35). 


S K REM (weak law of large numbers) 根据 损 比 雪夫 不 
等 式 ， 我 们 可 以 推出 概率 论 中 极 重 要 的 弱 大 数 定律 . 


定理 3-8 (FAREM) 设 相互 独立 的 随机 变量 Хі, Aas 
x, 服从 同一 分 布 且 其 均值 此 相同. 现 令 Sn = Xi + X>+: + Xn, 
则 对 于 任意 上 > 0, 


lim р(5% -и|>г)-0 (3.36) 


证 明 这 个 定律 对 于 不 存在 方差 的 概率 分 布 亦 成 立 ， 其 证 明 
将 留 给 后 面 的 章节 去 讨论 ， 这 里 只 给 出 方差 o2 存在 情况 下 的 证 
ВА. 由 方差 的 性 上 质 (3) Ж (5), 
2 
Var( 2) = 2 Var(S,) = =s no? = 二 (3.37) 
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另外 ， 由 于 


Sn, _ 
E) = р (3.38) 
所 以 根据 契 比 雪夫 不 等 式 可 以 得 到 
р(%%-ц>А s 
ZE) < xs 


令 Лау = е, 则 有 


5, а? 
-- 一 > < 一 一 一 
Pl alze) < ms 


ТЖ: п — оо 的 时 候 ， 得 到 了 式 (3.36). 
一 般 地 ， 设 У, У2,--- 为 一 个 随机 变量 序列 ， 如 果 对 于 在意 
=> 0, 有 
Ша P(n- a| 2 s) =0 (3.39) 


那么 我 们 称 序 列 Yi, Yos WA E k (сопуегрепсе in probability) 
+ n. АЖЖ ESE, BARER Б ү “在 同一 分 布 中 独立 抽取 
的 样本 的 算术 平均 值 依 概 率 收 襄 于 这 个 分 布 的 均值 ”这 样 一 个 性 
ж. 


3.3 Ж 7 


我 们 把 方差 的 定义 (3.26) ЖГ PJ — Жі, ЯНЖИЖФЖІ, 
令 . 


= E((X — n)!) | (3.40) 
别 它 是 七 的 上 阶 中 心 矩 . 另外 ， 令 


шіт E(X’) (3.41) 


M| X B Í Bh DR sa ÉE. 

rh (> SB НІН PA SE R PI BË fF E НІ ЕТІНЕ, XQ HUU T АТАК 
从 的 分 布 或 i 的 取 值 . (B 4 DB, $n É rE GAER 1 阶 原 
点 矩 ， 该 分 布 的 小 于 等 于 工 阶 的 中 心 矩 和 原点 抢 一 定 存 在 反 过 
来 ， 如 果 不 存在 工 防 中 心 矩 和 1 工 阶 原点 矩 ， 那 么 该 分 布 的 大 于 等 
于 工 阶 的 中 心 矩 和 原点 矩 也 一 定 不 会 存在 - 中 心 矩 与 原点 矩 之 问 
具有 以 下 关系 . 


t 


нә = M-p, H 
из = ну – 3u + 203, p3 


рә + p? 
из + Зирор + ИЗ (3.42) 


对 到 进行 标准 化 以 后 得 到 的 关于 随机 变量 (X — a) /с 的 三 阶 
及 四 阶 中 心 矩 或 原点 矩 分 别 为 


Ра (3.43) 


TERA AX 分 布 的 偏 麻 (skewness) 及 ШЕ НЕ {kurtosis). 一 般 地 ， 
在 正 态 分 布 的 情 襄 下 ， 它 们 将 变 成 0 和 3, 因而 ,通过 us/o? 及 
(ма/о3)-3, 我 们 可 以 衡量 X 分 布 与 正 态 分 布 的 偏离 程度 - 


习题 3 


1. 试 证 [定理 3-1]. 

2 ANTEX ALAA Ge(p), 1 3 ВЖЖ, АЯЖҮ- 
min( X, i) 分 布 的 均值 - 

3. ¿ë X hi i E R, cX 8 £ й, Wu 5 e= Е(Х) 的 
m. EFE[(X —c)2] f tk ж А. 

4. REA AAA NBfr; 8 3⁄2 fk fo 3 #& 2 E| 32 ға/р,та/р? 
(жжтж 31). [提示 : 利用 它 与 几何 分 布 之 向 的 关系 .] 


67 


5. aP O R E X 5 Y мало 2 k X 1, b # # 3 R 
证 Z=X-pY m 38 О, 22% 1-0, B Z 5 УЖЖ. 
6. 3 AR 2 T É & B M $ R X 5 Y, š 3 


E(X2)E(Y2) > (E(XY))° 


Ел ӨЖЕЛЕЛІШЗІ. Schwarz inequality). 3 F] # ft 4 W X T 
等 号 成 立 . 

Еж. 假定 二 为 任意 实数 ， 则 Efecte +r} > 0, HJER — 
次 判别 式 的 性 质 ,] 

TREL- N fH Š NL, K U t É F W ЖХ 5 Хон 
Ху, Хо) 8 @ s fü F + $ + 1. 3£ PL £ fr 2 W Z. T (ХІ, Х2) = +1. 

8. WY. t R N R R kh $ 8 it, H t S F É M k fa ё 
ЖЖ. 3A, WF R ХХ; 8 Z 92 2 B 8 B. 38 AK A p, 方 
Ë 3 o2 的 同一 分 布 ， 并 且 它 们 与 N üg 3 SR y. 斌 证 “不 定 个 数 之 
fa” (8 X. So = 0) H 3 ü f 3 # m T : 


E(SNs) = ЕСУҘи 
Var(SN) = E(N)o? + Var(N)u° 


9. 设 随 机 变量 X, Х, X, ü Z k > BE 8 A 3 8 X p FÈ 
љо 的 同一 分 布 AA X = (Xi +X; +--- + X,)/n. RE: 
ау УМА: X) = > (X, в)? — n (X — n) 
іші 


t=1 


(2) ES (X;- X) = (9 – 1)? 


іші 


10. 根据 奖 比 雪夫 不 等 式 ， 试 求 标 准 化 随 训 变量 了 的 绝对 什 
238 2 + $£ + 1,2,3 的 福 率 的 上 界 , 其 次 , 求 出 原 从 指数 分 布 Ex(1) 
HESA +N 的 随机 变量 的 上 述 福 率 . ЖЕТЕЛІ ЕЖ. 
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第 和 4 章 БЕЛЕ 


41 ЖЖ 


设 随机 变量 X 取 非 负 整 数值 0,1,2,-…, B ДЕ) 为 其 概率 分 
布 ， 对 于 满足 -1 < z < 1 的 任 一 实 常数 ， 我 们 可 将 随机 变量 x 
的 均值 E(z*) E: 的 函数 ， 并 把 它 写 成 如 下 形式 : 


G(z) = Е«Х)-У f(k)zË (4.1) 
k=0 
当 |z| < 1 HHE, 


60) < ҢЫ УХ) = 1 
k=0 


кай 
级 数 (41) ЕЖ, B H. в ж ЛАН». Hon, 


Сх) = s f(k)kzË-! = Е(Х:Х-1) - (4.2) 


k=1 


G”(z) = s f(k)k(k—1)zE-2 = E{X(X—1)z* 2}(4.3) 


Еш? 
一 般 地 ， 
CO(z) = 9 лауа — 1)... (k — L+ 1): 
k=! 
-ЕТХ(Х-1). (Х-4-і):Х-5 (4.4) 
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2E, Ф 2 := 0, Д] 
GDO) = ДИ FD = соу (4.5) 


A (4.1) 表示 由 概率 分 布 f(k) 可 以 确定 G) 反 过 来 ， 式 (4.5) 3 
不 由 Сіз) ГИЯ ЕМ Жы ДА) 我 们 称 Се) отша 
(probability generating fonction). 概率 分 布 与 概率 母 函数 之 间 具 有 
一 一 对 应 关系 ， 

在 式 (4.2) RÈ (4.3) h, 52-1, Д] 


G'(1) = E(X) (4.6) 
С" (1) = E{X(X - 1)) = E(X?) — E(X) (4.7) 

因此 ， 
E(X) = С'(1) (4.8) 


Var(X) = E(X?) – E[(X))? = аа) + G'(1) ~ (G'(1)) (4.9) 


Г, Ж КИА 32 Jy 25 323 BJ HH W 3 EE АЕ. 
例 4-1 SENER X 服从 二 项 分 布 的 时 候 ， 


n kft ma 天 kcn 
| wf (i)e g) (0 < k < mn) 


0 (k > m) 
因而 ， 
Ga) = | ра -prz = "шана -pr 
k=0 k k=0 k 
= (pz +4)" (4-1-р) (4.10) 
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由 此 ， 我 们 得 到 
С'(1) = mp(pz «Уі = np = E(X) 
G”(1) = nin — 1)p2(pz + q)” 2|, =i = n(n — 1)р? 
Var(X) = n(n — 1)p2 + np — (пр)? = пра 


例 4-2 当 随 机 变量 X 服从 泊 松 分 布 Pol 和 A) ЕЁ, 


f(k) = eA (k > 0) 


k! 一 
因而 ， 
G(z) = > a = е^ > Qa = ех. e™ = ex(z-0 (411) 
k=0 ! k=ü 
HER. MA 
сқа) = XeXz 一 1 ， G" (z) = Aen) 
由 此 ， 我 们 得 到 
Е(Х) = À, Var(z) = À 


а Е Bb атыла sR IH £ ТӘН E Sh xz АЗЕ Я Е BG 1, 
变量 的 和 的 分 布 . 这 里 ， 要 用 到 下 面 的 性 质 . 


定理 4-1 设 非 负 整数 值 随机 变量 Xi, Xo... , Xr 相互 独立 ， 
且 
S = X, + X+ +X, 


假定 G.(z) 为 X, 的 概率 母 画 数 ， G.(z) 为 S 的 概率 母 画 数 ， 则 
Са) = 6.(9с2(2)- 6,4) (4.12) 


了 1 


和 证明 5 r=2 的 时 返 , 如 果 能 够 证 明 上 式 成 立 ， 则 对 于 一 般 
情况 ， 我 们 可 以 通过 数学 归纳 法 推出 . 下 面 仅 就 7" = 2 的 情况 进 
行 证 明 . 

根据 第 2 章 第 5 节 的 内 容 ， 我 们 知道 


Е 
P(Xi+ X: =k) = УЎР(Х =l BX; =k-—ÜD 
t=0 
k 
=N `P(Xi=DP(X; 一 天 一 站 
{=D 


因此 ， 


Ge(z) = > P(X, + Ха = k)zË 
k=0 


wo k 
=Y (Y P(X: = DP(X>s = 下 一 站 zx] 
k=0 i=0 
变换 一 下 取 和 的 顺序 ， 并 令 k — 129 k', PMJ 
G,(z) = Y P(X = Dz! У)р(Ха-а” 
t=D к-о 
= G.,(z)Gx(z) 
ËJ аз 设 相互 独立 的 随机 变量 Х,,Х:,--,Х, 分 别 服 从 二 
项 分 布 B(n;; p), ВА 5 = X, + X> +: + X, ERAON 
Б(ті-- 2 + -- + nnp) х Ж, HH Pl 4-1, 
G, (z) = (pz + 1 р)" 


所 以 
Glz) = (pz + 1 — p) trate +n 
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而 它 即 为 二 项 分 布 Bin + no 十-… 十 nr;p) 的 概率 母 函 数 . 

问题 设 相互 独立 的 随机 变量 X..X,,..., X. 分 别 服从 泊 松 
Ж Pol), WHE S = Xi + X> +- - - + X, tb АА ЗЫН Ро(А, + 
Xz + + A). 

这 里 所 反映 的 二 项 分 布 及 泊 松 分 布 的 性 质 ， 即 “ 服 从 某 一 分 
布 (参数 可 以 不 同 ) 的 多 个 相互 独立 随机 变量 的 和 的 分 布 ， 2653 
服从 这 个 分 布 ” 的 性 质 ， 被 称 做 分 布 的 再 生性 (reproductive of a 
distribution). 除了 这 两 个 分 布 以 外 ， 我 们 还 知道 另外 一 些 具 有 再 
生性 的 分 布 . 


4.2 Жа 


设 X 为 任意 随机 变量 (连续 型 或 者 离散 型 ], Ө 为 实 定常 数 . 
则 е0Х 亦 为 随机 变量 ， 其 均值 为 


М(Ө) = ЕЕ 9ХУ = / > ебғаҒ(г) (4.13) 
对 于 包含 8 = 0 在 内 的 适当 范围 的 0, 如 果 均 值 存在 (EP Ex r R 


E) 我 们 把 MO о АРВ, РКЕ БЕ (moment 
generating function). M(0) Æ 0 = 0 处 可 进行 在 意 次 微分 ,并且 


МФ) = EX’) = (4.14) 
可 见 通 过 对 М(0) 求 导 ， 我 们 可 以 求 出 芷 意 阶 的 原点 矩 . Ж t} 8 
数 的 名 称 ， 就 来 自 这 个 性 质 ， 


当 ХОНАР Ж M(0) WR, Y=aX +b (a, b AER 
数 ) НЕЕ 


E(e® Xt) Е(ез9Х . 00) ¿b M (a0) (4.15) 
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另外 ， 当 随机 变量 X НН ЕЯ А ЕЕЕ. ЖЕЎ М(0) 与 
概率 母 函数 G(z) 之 同 具 有 以 下 关系 . 


MIO = G(e°) (4.16) 


P 4-4 设 蕊 服从 标准 正 态 分 布 Nt0, 1), A 


сос 1 a 
M(0) = / ба. ае” /2dz 
(9) ol Jau 
о 
- ел f 1 _—(z—02/24; — e92/2 417 
e _ J ж-е ( ) 


在 8=0 附近 进行 泰勒 展开 ， 它 变 为 


M(0) = > 6/2” 12у = 生生 
=Ü к=0 
由 此 可 知 ， 这 个 分 布 的 奇数 阶 原点 矩 为 0 2k Br Is. ya kE 2 
(2k)1/(2#k1. 
此 外 , 我 们 还 知道 = 二 cX + n ВАТЕ М(н,о), А 
函数 由 式 (4.15) 为 


2 
e”? . (99) /2 — exp[pg 十 2-62] (4.18) 


例 45 ТАРА Ж Giz) = (pz + 1 — p)" Ф е° RE z, 
然后 再 通过 式 (416), 我 们 人 恒 可 以 得 到 二 项 分 布 B(m; p) б) ра 
数 . 

М(8) = (ре +1—p)" (4.19) 
将 此 式 关 于 日 求 导 ， 
M'(0) = npe” (ре + 1 — руз! 
М"() = npe? (pe? + 1 — рука — 1) (реб) (ре? + 1 — р)" 


74 


由 此 可 以 推出 这 个 分 布 的 均 秆 和 方差 
E(X) = М'(0) = np 
Var(X) = M”(0) — (E(X))? = np(1 — р) 
хкнниумтя жет ояна. ih EE 4-1, 有 以 下 
定理 . 


定理 4-2 设 相互 独立 的 随机 变量 Х., X>... Х.Е E R 
жн м0), М:(6),. --,М.(0), S= Жі + Хз +:: + X, ЕРЕН 
Ж эу М.(0), 则 


М.) = М.(60)М:(0)-.- М.(6) (4.20) 


4.3 特征 函数 


并 非 所 有 分 布 都 存在 矩 母 函 数 . 比如 ， 不 存在 均值 的 柯 西 分 
布 就 不 存在 矩 母 栈 数 . ER (4.13) H, RNA ЖЕЗ z (t 为 实 
Ж, ілетін /-1), ШІ | 


ей) Еденху 一 Г eltz4 F'(z) (4.21) 
我 们 称 此 式 为 随机 变量 X (sk X 分 布 ) 的 特征 函数 . 由 于 
(01 < Elle) = E(1) =1 


所 以 任何 分 布 都 存在 特征 函数 ， 
SERRA M (0) 存在 的 时 候 ， 若 用 让 代 替 如 可 以 得 到 pth 


e(t) = M(it) (4.22) 
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H. w. 
对 于 二 项 分 布 B(n;p): p(t) = (pe +1~ p) (4.23) 
对 于 正 态 分布 Neo2): ей) = explipt — TP) (424) 
另 一 方面 ， 通 过 对 特征 函数 求 导 可 以 推出 和 矩 . 即 由 
Фа) = B(GXyYeBX), 2000) = EGY} 


可 以 得 到 
E(X!) = e!(0)/i! (4.25) 


特别 地 ， 我 们 还 可 以 得 到 
E(X) = e'(0)/i | (4.26) 
Var(X) = —"(0) + ХОР | (4.27) 
如 果 存 在 直至 s 防 的 原点 矩 ш (0 < 1 < s), 我 们 可 以 在 :二 0 
的 附近 对 y(t) 进行 泰勒 展开 ， 即 


p(t) =1+ DE (іу iui + olt) (4.28) 


这 里 ， о) 为 t° 的 高 阶 无 穷 小 ， 即 


3 
lim 2) = 0 
t—0 ғ 


对 于 特征 少数 ， 仿 定理 41 及 定理 4-2, 我 们 得 到 如 下 定理 ， 


定理 4-3 对 于 相互 独立 的 随机 变量 Ху, Хо,---,Х,,% X; 的 
特征 函数 为 pt), M| S— Xi + X; +: + X, 的 特征 函数 о, A 


Palt) = ф(#)02(8) +- pr lt) (4.29) 
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证 明 
palt) = Е(еїХ:+Х2+--+х)у = Ееее . ен Ха 42.2... енх-) 
一 Е(е" ауен Ха) 22. Е(енхе 
= ж1(ӘФа(%)---ө,(0) 
后 面 我 们 将 要 讲 到 ， 这 个 定理 对 于 考察 随机 变量 和 的 性 质 起 
重要 作用 . 
特征 函数 是 考察 概率 分 布 性 质 的 重要 工具 . 正如 下 面 定 理 所 


述 ， 其 理由 在 于 概率 分 布 与 特征 函数 具有 一 一 对 应 关系 ， 且 如 果 
两 个 概率 分 布 相近 ， 它 们 的 特征 画 数 也 彼此 接近 . 


ЖЕ 4-4 БИЛЕ Ху, X> ГКЗ Р(х), Fu (z). 
特征 函数 分 别 为 14), оз), ЖА Ға) = F>x(z) 的 充 要 条 件 是 
plt) = palt). 


特别 地 ， 对 于 整数 型 随机 变量 ， 有 如 于 的 道 转 公式 (inversion 


formula) : 
f(k) = == / етім 4) (4.30) 


对 于 连续 型 随机 变量 ， 也 有 如 下 的 逆转 公式 : 


f(z) = = / "есім еуі (4.31) 


ЖЕ 45 连 续 定理 (contimaity theorem) 
E File), Fie) 为 分 布 函 数 序 列 ， (0), ezt) 为 对 应 的 特 
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ЖЕЛІ. 对 于 任意 实数 t, 如 果 数 列 (0), pat) К, Bh 

(ша pnt) = p(t) (4.32) 
H ptt) 在 t= 0 连续， 则 ой) ЛЕВАК. 此 和 外， 设 Р(х) 对 应 
ғой 的 分 布 函数 ， 则 对 于 F(z) 的 所 有 连续 点 


dim Falz) = Ғ(т) (4.33) 


A L-e Etat, 03 Jy dir EE) 如 果 相 互 独 立 的 随机 
变量 Х.(Е = 1,2,.… ,1) 分 别 服 从 正 态 分 布 М(нь,62), 由 式 (4.24) 
及 定理 4-3, 它们 的 和 SS 分布 的 特征 沙 数 o, (t) 为 

n 2 2 
е0) = П еі – SË] = өрім — Zt’) 
с? = о? +o +... +02 
В = р + uz + : ` ` + HA 


BB S ЛІ М(и,е2). 
X, МЮ С(о, и) 的 特征 函数 ` 


So , 1 
e (t) = f elt> aat lee dy 
Q 


rie) 
it 
=ü- 5) (4.34) 
1 ТЖ ТЕЙ. НЕ ЗЕ DAR. 但 在 这 


里 ， 我 们 不 去 深入 地 考察 它 ， 而 人 通过 形式 上 的 变量 代 摘 来 推出 式 (4.34). 4 
(œ — itje = y, КЕЗЕ, 则 有 


иі a e -y ы с 2 _ “.., 
"o= | Ta) e vy !dy = (——) =(1— =) 
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如 果 相 互 独立 的 随机 变量 X.(k = 1,2, n) Sr R A S 
С(а, 2), ЕЛІН S 分 布 的 特征 函数 Pli) 为 


ть Д А 
l. it _ 
е. = Па ~) Ж-(1--) Y, y= trt j+ ta 
k=i 


ED S ARAMES i G(e, r). 
利用 特征 淆 数 ， 非 常 容易 判定 两 个 请 机 变量 是 否 相 互 独立 . 


首先 ， 我们 定义 随机 变量 Xi, Xoe, X, ЖЕ 
数 为 


өн, еі) = E(expli(tiXi + taXa t+. tt X} (4.35) 
又 令 每 个 随机 变量 X, 的 特征 函数 为 o (t), 那么 很 显然 ， 
41 (2) = (3,0, --.,0) (4.36) 
于 是 对 应 于 第 2 ж (2.51), 有 以 下 定理 . 
定理 4-6 随机 变量 X, X;,.... X, 相互 独立 的 充 要 条 人 忻 是 


өн, tr) = еу( б) (22) p(t) (4.37) 


例 4-7 设 相互 独立 的 随机 变量 Y. Y. 分 别 服 从 同一 正 态 分 
布 N(u, 22), 试 证 X = Y: + Y;, X> = ү + Y; 相互 独立 ， 
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首先 ， 我 们 知道 X, 5 X2 联合 分 布 的 特征 函数 为 
plti t2) =E{expliti(Y + Үз) + ita (Y, — ҰМ) 
=Е4{ехр|іё; + у + ifti 一 УСЫ 
=ЕҶ{ехр|і(ё + t2)}¥1]} . E(exp[i(ti — t2)Y2}} 
2 
= exp[iu(tr + tz) 一 (ы + t2)2] 
2 
х ех — tz) 一 T(t — t2)”] 
二 exp[2ipti - o° (t] + #3) 
另 一 方面 , Xi EAER М(2и,262), X; 服从 正 态 分 布 N(0,202)， 
КЕЛЕТІН ҒЫ 
. 202, 
pilti) = ехр(2џ6) ё – -5 til 
palta) = expfi(ojta — 222) 
可 见 ， еһе) = ei(ti)e2(t2), ЕНЕ 4-6 可 知 X, 与 Хан 
独立 . 
根据 连续 定理 {定理 4-5), 不 必 假 定 方 盖 的 存在 即 可 推出 第 3 ж 
S yb yl BJ 58 КУЕ Е {定理 3-8). 设 相 互 独立 的 随机 变量 ХХ, 


腿 詹 同一 分 布 ， 且 此 分 布 的 均值 (有限 值 ) 为 p, 特征 函数 为 plit). 
如 果 令 S./m = (Хь + Xit et Kan 的 特征 冰 数 为 рл (t), W 


Palt) = [e(#/=)]" (4.38) 
仿 式 (4.28), 对 (Р) 2E4T E D E F, MH 
plt) = 1 + ipt + ой) 
另 一 方面 ， 在 t+= 0 附近 对 гін 进行 泰勒 展开 ， 则 


einx 一 工 十 ін? + olt) 


м 
p(t) = el + olt) 


最 后 ， 我 们 推出 
en 四 一 [eintn + o(t/m)|" 一 еі (п ә оо) 


H eit ER p EMNERNE ТИНЕ, Ж 
КТШ РЕЖ > 0, 都 有 


. Sn _ 
lim Р — p| > є) = 0 


44 中 心 极限 定理 


如 前 所 述 ， 如 果 相 互 独立 的 随机 变量 X.,X.... ,Xn ЖАЗ 
али. TAA 的 同一 分 布 , 它们 的 和 5， = X i+ X>+:- + Xn 
ENA L RA PNR EO E X. 一 方面 我们 知道 大 数 定 律 反映 
— # n — оо НЭТ 0, El 


See 5а азо (ке) (4.39) 


Tt 


另 一 方面 ， 我 们 还 知道 S, 一 np 的 均值 为 0, 方差 为 no2, 因而 在 
n — co 的 时 候 ， 方 差 趋 于 无 穷 大 ， 即 不 收 和 伍 . 现在 ， 让 我 们 考察 
— FAF (S, — пи)/п š (S, 一 np)/1 之 间 的 “中 则 量 - 


S; = (Sn — пш) (упо) (4.40) 


很 显然 ，Sx 是 对 Sn 标准 化 的 结果 , 因而 对 于 任意 其 均值 都 为 0, 
方差 都 为 1. 除 此 之 外 , 它 还 有 一 个 明显 的 特征 ， 即 无 论 Xi Azn 
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的 分 布 如 井 ， 54 的 分 布 近似 地 服从 标准 正 态 分 布 N{0,1). 也 就 是 
ӨЛЕ а“, 都 有 


гт 
lim P(S? < a*) = #(a*) = / = da (4.41) 
тп— 00 — оф т 


这 就 是 在 概率 论 和 统计 学 中 起 主导 作用 的 中 心 极 四 定理 (central 
limit theorem). 

在 图 4-1 中 ， 我 们 将 Xi, X2, Xio 服从 0-1 分布 时 Sr, (Вр 
二 项 分 布 В(10;0.3) 的 标准 化 形式 ) 的 概率 分 布 与 标准 正 态 分 布 的 
概率 密度 做 了 比较. 很 显然 ， 中 心 极限 定理 反映 的 是 n BATE 
穷 大 时 的 情况 ,但 n= 10 ыы, 我们 发 现 Sr 已 相当 接近 标准 
ES t. 

E 42 给 出 了 均匀 分 布 U(0,1) 的 ?个 相互 独立 随机 变量 之 和 
Sn 的 标准 化 形式 Sa ЖЕЖ f.(z). n = 6 的 时 候 ， 其 曲 
线 已 相当 接近 标准 正 态 分 布 的 (参照 图 4-1). 

由 此 可 见 ，? 的 取 值 即使 不 是 很 大 ， 也 总 有 近似 公式 


Р(5, < a) = P(S} < a*) = Ф(а*), а = 


(4.42) 


УІ. 利用 这 个 公式 ， 我 们 可 以 通过 简单 地 正 态 分 布 表 比 较 精 确 
地 求 出 那些 难于 正确 计算 的 概率 ， 


1 当 X, Xz EA ESE ЖЕНЕ. ГН 5, < a 来 代替 这 个 近似 公式 
中 的 5, <о.Ш5 S, 服从 只 取 整 数值 的 离散 分 布 的 时 旋 ， 假 定 a 为 整数 ， 风 有 
p(S,, < a) = Р(8, < a + 0.5) 

因而 用 

a+ 0.5 — nH 
„по 

来 代替 式 (4.42) 更 为 有 效 : 这 个 补正 被 称 为 不 连续 补正 (discontinuity correc- 

tion) (A ii E E+E. continuity correction). n 的 取 值 较 小 的 时 候 ， 

ТЕЖА. 


Р(5, < а) = Ф( ) (4.43) 
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Ві 4-8 试 计算 服 从 二 项 分 布 B(50;0.2) 的 随机 变量 9so 的 值 
小 于 等 于 15 的 概率 Р(5 < 15). 
正确 地 讲 ， 这 个 概率 需要 通过 计算 下 式 


- 50 k 50—k 
>` [ қ J (0.2)(0.8) 


к-0 
得 出 ， 这 会 非常 麻烦 . 但 由 于 

Е(550) = 50 x 0.2 = 10, Уаг(550) = 50 x 0.2 x 0.8 = 8 
s Tal р Il H Vr i АН 


P(Sso < 15) =Р(55 < (15 — 10)/У8) 
ғ“Ф(1.1768) 
0.9614 
(如 果 采 用 不 连续 补正 ， Ф(15.5 — 10)/ v8 ~ 0.9741. 其 精确 值 近似 
地 等 于 0.9692). 


рі 4-9 设 随 机 变量 Х.Х: --, Хо 服从 指数 分 布 Ех(0.5), 
试 求 Р(30 < 520 < 50). 


Е(8) = 20/0.5 = 40, Уаг(520) = 20/(0.5)2 = 80 


P(30 < Szo < 50) = P(A <5< 5 
ж Ф(1118)- (1.118) 
= 0.7364 


ЕР Е АС ШЕ ВВ) 可 利用 特征 函数 证 明 . 


і 关于 中 心 极限 定理 , пита. 比如 , 清水 良 一 的 不 中 心 极 限定 理 》 
(新 应 用 数学 系列 14, 日 本 教育 出 版 社 ， 1976). 
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图 41 将 二 项 分 布 В(10;0.3) 的 随机 变量 标准 化 以 后 得 到 的 (Sio) 的 
悍 训 分 布 与 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 比较 图， (S) 的 
ЖаН т ене 的 (横向 中 心 的 * MAE, 而 其 概率 等 于 柱 的 面积 


Ë S; = Los- TA) no 的 特征 函数 为 (0), (X-u) (Vio) 
AERE 00), 则 由 定理 ав 


Palt) = [e(t))* 
另 一 方面 ， 由 式 (4.28), 
z2 #2 
өй) = 1 — 2 %оС-) 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 
li = ji 1 t? 2 a 21272 
no Pal) = dim 1 о о)" = e 


由 于 et 2 ХОЗЕ БИІН 55 3F A Ж, 通过 连续 定理 可 以 推出 
Sa 的 分 布 收 敏 于 标准 正 态 分 布 . 
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图 4-2 


-4 一 3 — 一 | 0 1 2 3 4 


将 n 个 相互 独立 地 服从 均匀 分 布 U(0;1) 的 随机 变量 之 和 标 
准 化 以 后 得 到 的 分 布 的 概率 密度 函数 f. (z) 
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ЛЫ 


习题 4 


1.(1) 试 求 几何 分 布 Gep тая. 

(2) 利用 (1) 的 结果 ， 试 证 此 分 布 的 均值 和 方差 分 别 为 q/p, 
с/р? (q = 1 — р). 

(3) 我 们 已 经 知道 ， H Z R T X 8 JA A f S Се(р) 的 ?个 随 
пъ Шу f W 9 $ W B ñ = 8 5 $ NB(r;p). 利用 这 个 条 件 ， 试 求 
NB(r;p) Е Ж є 8 Ж. 

(4) 试 证 负 二 项 分 市 具有 再 生性 ， 

(5) +£ rq 一 A( 定 常数 ). W u q aš k T € D r E. NB(r;p) 的 
É *% 4 m S 35 x T H R 2 $ W W фай. 

2. WJ hs B R 2 m, ARTER + H яй. 

(1) š X NB B 3 É Ж Po(10) вв, Р(Х < 12). 

(2) X W J. ñ — m 2 ж NB(20;0.2) 的 时 候 。 Р(Х > 100). 

(3) 4 X BASA Ж С(1,40) 的 时 候 ， Р(Х > 50). 

3 W H YL 9 8 E hoo; 0 B 32 m HH QÇ Ú 3 w зн. 

3. 一 般 来 讲 ， 对 于 实数 列 (аһ; = 0,1,2, -ҺеЖЖЖЖИ2 
的 级 数 


Alz) = ao + а + azz? 十 …- 


ЖЕШ ЖШ 20 < z < zo B k St, RME Ас) 为 此 数列 的 A 
` оо 


数 (generating function). Ж Ж ЕЗ 函数 是 满足 ak > Q, S ak =1 ñ 
k=ü 
ЖЕЕ. 


(1) жди 3 2 {f(k k = 0,1,2,--:) 8 £ p 3 $ X ú W. 
ж.а» G(z). ж 


qk = Р(Х > k) 
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ВЕЕ, ғал 4ағыы-0,1,2- 小 的 母 函 数 Q(z) 为 
1- С(2) 


— (4.44) 


Q(z) = 
(2) 试 证 
Е(Х)= (1), Var(X) =2Q'(1)+Q0)- Q0) (445) 


这 里 ，Q(1) 和 QUANA z KN T 1 2 D ak T 1 M, Ql) 
与 Q'(z) әт. 

4. W k KE T, K OE 1” H m Ü Ë k GP R R 3 ak. 

(1) Wa F ü m k f m W T; 


1 5 
ük = 44 -ара)- 68-1, ао = 1 (4.46) 


(2) ж È {ak; k = 0,1,2,:.-} 6 9 Ж A(z). 
(3) ж Ж ақ. | 
5 茶 公 司 把 六 种 彩 瞧 中 的 一 种 随机 地 放 到 该 公司 出 此 的 每 
ЖЕзЕС. 如 果 茶 人 能 名 收集 到 r+ 种 (т<ЛухвивЕЯ, R 
Ey ta- Вж. -ibA SD X ВА. 我 们 假定 当 
É X P| %@ n $ 3 8 5 P K. S -— > 1k R. 2 r # + F| 55 3: ARES 
p(n;r). ЖҰЖ, Snert, p(m;ir) = 0. 
( š поь вн, атая w x. 
т-і 


ат) ера br a — a) + pn 5 Do) 
+p- sr- (уа – 22) 
ғ 1 т 1 
%р(а-4-- DYOR- — 
т 1,3 ғ-і 
totp = tir- i-p Ta- r) (4.47) 
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(2) 根据 上 面 结果 ， 试 证 下 面 等 式 成 立 . 


т-і 
N 


(3) 假定 概率 分 布 (p(nir)im = 0,1,2,:..) HEA 


p(n+ цг) = plm r) + (1 Epara) (448) 


P(z;+) = “різ; r)z" 


r= 


{N — (r — l)z)p(z;r) = (N — r + 1)zP(z;r — 1) (4.49) 


(4) 试 证 P(zir) 可 写成 如 下 形式 : 


т—1 N — фа 

P (z; r) = П а (4.50) 
(5) 试 证 这 个 概率 分 市 (p(nir)im = 0,1,2, ря ғ “(r-1) 

个 相互 独立 且 服 从 【不 相同 的 ) 几何 分 布 的 随机 变量 之 和 ”+r 的 

жж. | 

6 上 一 题 中 ， 如 果菜 人 收集 到 # W 2 FL E 6 Z F| É Ë + 

能 得 到 一 份 奖品 .试问 上 是 又 该 如 何 解答 . 

7. 说 随机 变量 以 只 取 非 负 整 数值 ， 吾 其 分 布 的 概率 母 函数 为 
Gule) 又 设 相互 独立 的 随机 变量 X, Xn 5 N B 35 # + 3 MR 
A-At, HAEFKER S Mx(0. ЖЫ Жала X 之 和 ” 
SN = Xi + X> 十 … 十 发 N(So = 0) # 9: # REg ü # M,(0) 等 于 
Сл(Мх(6)). 3A, ü E 2 A B M. W o H S BR 3 FE 8 m k. 

8. W £ % E m É X 


«Ұ 


аи? а] (%<4<9) 


Ха) = 
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的 柯 西 分 布 C(n,o) 的 特征 函数 为 өй) = expliut — аја] (8. ж 
3-1). 试 证 如 果 相 互 独立 的 Xi, Xn, Xn R A | — ABAH, 
K= (X+ Xz+ +X,)n EEAS | — ANA. 

9. 设 相互 独立 的 随 祝 变 量 ХХ, X, R J k £ E £ 2 + 
N(0,1). 试 证 下 面 通过 正 交 变换 得 到 的 随机 变量 Y, Yo,- Y, B 
TÚ Z É Y 3k N J. SE R FE # р №(0,1). [8% ж: 利用 特征 函数 ] 


Yr = ak1 X1 + АХа---.-- aka Х, (1< k <m) 


" кжі 
Уы = (k D 


=< 1 (k=D 
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жой 泊 松 过 程 


51 随机 过 程 的 基本 概念 


下 面 ， 我 们 讨论 有 关 随 机 过 程 的 话题 . 随机 过 程 ， 就 好 比 某 
一 固定 场所 的 气温 变化 情况 一 样 ， 简单 来 讲 是 指 随 着 时 间 的 推荐 
而 变化 的 量 的 过 程 . 随机 过 程 论 就 是 对 于 这 种 量 的 变化 进行 的 有 
关 分 布 及 数学 期 望 等 概率 方面 的 讨论 .首先 ， 让 我 们 举 两 个 简单 
的 例子 . 

例 5-I( 伯 努 利 试验 过 程 ) 毛 5 次 役 子 ， 每 次 掷 出 的 点 数 为 偶 
数 的 话 记 为 0, 奇数 的 话 记 为 1. 我 们 把 这 类 试验 称 做 ASHAR 
验 . 

图 5-1 的 (a) 和 (b) 分 别 表 示 某 同学 4 和 某 同 学 B 进行 的 试 
验 结果 . 这 里 , ру л НВО ЕРЕ, 纵 轴 表示 掷 般 子 的 结果 . 
图 的 上 方 标 出 了 大 出 的 数字 ， 无 论 谁 做 这 样 的 试验 ， 都 有 可 能 得 
到 与 同学 А 或 同学 B 相同 的 结果 ， 也 有 可 能 得 到 与 他 们 相 异 的 结 
ж. 

一 般 来 讲 , 通过 试验 或 观测 收集 到 的 数据 位 随 着 概率 次 化 . 或 
者 说 ， 这 种 以 产生 数据 为 背 票 的 过 程 有 概率 性 的 变动 . 我 们 把 这 
种 过 程 称 做 随机 过 程 ， 把 在 这 种 过 程 当中 得 到 的 数据 按 其 发 生 的 
虑 序 进行 的 排列 称 做 随机 过 程 的 样本 函数 (sample function). 图 
5-1 就 是 一 个 样本 瑞 数 的 例子 . 

下 面 我 们 把 伯 努 利 试 验 的 内 容重 新 整理 撤 述 如 下 . 
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ш = 


PATRE 
ә r 


HAFEN 


图 5-1 ЖЕГЕ HR 


3⁄ 5 次 仙子 得 到 的 所 有 二 能 结果 共有 65 种 ， 其 中 包括 同学 A 
Pih B (5,1,4,2,3) 和 同学 В ІШ йу (2,3,1,4,4). 这 些 所 有 可 能 结果 
的 集合 被 称 为 REZAN. BS w= (w, wa, w, wa ws), WA 


Q = {w :对 于 n{l < n < 5), wn = 1,2,3,4, 5236} 


又 在 65 种 可 能 出 现 的 结果 中 , 每 一 种 结果 出 现 的 概率 均 相等 ， 如 
果 对 于 每 一 个 wene anl S n < 5), ffi =E X 


Xalo) |9 (wn АЕ Ж) 
niw = 
1 (wn 为 奇数 ) 


MJ Xn(w) Зя n 次 骤 子 所 可 能 出 现 结果 的 随机 变量 . 这 里 要 注 
Ж, 随机 变量 Xi(w), Xw) 55, (0) 都 是 定义 在 同一 样本 空间 从 
上 的 . 这 5 个 随机 变量 按 顺 序 进行 的 排列 (Ха(о)п = 1,2,3, 4,5} 
就 是 伯 努 利 试验 过 程 . 上 面 讲 了 随机 过 程 的 一 个 例子 . ЈА 0 d £ 
出 一 个 о, 便 可 得 到 如 图 5-1 的 曲线 ， 即 可 以 确定 一 个 样本 函数 ， 
例 5-2( 泊 松 过 程 为 了 考察 能 否 缓 和 计算 中 心 的 混乱 状况 ， 
我 们 通过 计算 机 编程 来 进行 试验 ， 这 类 试验 被 称 为 计算 机 模拟， 
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Ел. 为 了 搞 清 工作 (计算 请 求 ) 到 来 的 情况 , 我 们 通过 几 天 的 
记录 发 现 它 大 约 每 分 钟 发 生 两 忻 且 到 来 间隔 服从 指数 分 布 . + E. 
为 了 进行 计算 机 模拟 , 我 们 需要 得 到 服从 均值 为 0.5 分 的 指数 分 布 
的 随机 数 ， 而 这 可 以 简单 地 通过 大 名 数 计算 机 内 所 备 有 的 均 义 随 
抽 数 (服从 均匀 分 布 的 随机 数 ) 得 到 . 我 们 假定 w = {www e) 
是 这 样 的 均匀 随机 数 序 列 ， 即 对 于 所 有 的 ml 都 有 0<ws<1l 
Н wn 相互 独立 . RES 


D,, = 一 0.5logwn {log 为 自然 对 数 ) 


m Di, Әз 是 服从 数学 期 望 为 0.5 分 的 指数 分 布 且 相 互 独立 的 
随机 变量 序列 ! 图 5-2 就 是 按 以 上 述 方法 得 到 的 一 个 随机 序列 模 
所 的 工作 到 来 情况 ， 这 里 机 轴 t+ 表示 经 过 的 时 间 ， 纵 轴 表 示 在 时 
ІН (0, 内 到 来 的 工作 件数 的 总 数 . 同 理 ， 对 于 不 同 的 随机 上 序列， 
我 们 可 以 得 到 不 同 的 曲线 . 

这 个 试验 的 样本 空间 为 


П = {0:0 = (ол, 92,0, 小 对 于 站 全 10 一 < 1} 


对 于 每 个 w, Хим) АЗЫ ВОГ ЕРЕ Rit 
Ё. ШАХТ 
iti 


—0.5 У log oa < t < —0.5 > logo, 


n=l п=1 


有 Х.ш) = š, 则 由 所 有 满足 之 0 的 Х.ш) 构成 的 集合 (X,(o); t > 
9) Ж — BB Ll Pe. ET t, 则 Хи) 是 定义 在 如 上 的 随 


1 Rr HEERE. M PID, < r) = P(—0.5logun < r) = Plwn > 
e-2r] = 1 — e—2= ЖНЖ, D. RAHE 0.5 的 指数 分 布 , 且 它 们 相互 独立 . 
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E 5-2 计算 中 心 的 工作 到 来 件数 


机 变量 . 反 过 来 ， 园 定 一 个 w, 则 Xw) 就 变 成 如 图 5-2 所 示 的 t 
的 函数 ， 即 样本 函数 ， 

正如 上 面 两 个 例题 所 述 ， 一 般 来 讲 ， 我 们 把 随机 过 程 看 成 样 
本 函数 的 形式 ， 但 进行 理论 展开 的 时 候 ， 则 把 它 看 成 随机 变量 的 
集合 . 随机 过 程 道 常 表示 成 (Х.и); Єт) Жж. ЖАС, 
t 表示 时 刻 或 顺序 的 变量 ， 指标 集合 (index set) Т 表示 t 的 变化 
范围 - Й 5-1 F T = {1,2,3,4,5}, 例 5-2 中 工 是非 负 实数 全 体 . 
例 51 是 坎 艇 时 间 的 随机 过 程 (process of discrete time), 例 5-2 是 
连续 时 间 的 随机 过 程 (process of continuous time). 

如 果 用 Xlo) 表示 时 刻 t 时 随机 过 程 的 状态 (state), 那么 所 
有 可 能 出 现 前 Xi(w) (所 有 上 ET) 的 值 的 案 合 S 被 称 为 这 个 随机 
HRK REZE A 5-1 H! S = {0,1}, #| 5-2 中 5 为 非 负 整数 
Et. 以 上 都 是 离散 状态 空间 (discrete state) 的 例子 ， 而 现实 生 
活 中 ,还 看 在 许 过 请 如 一 天 气温 变化 的 自动 纪录 等 连续 状态 空间 
(continuous state) 的 例子 . 

如 上 所 述 ， 随 机 过 程 的 正规 表示 方法 为 {Xi(w);t е T), 但 
在 很 多 参考 书 中 ， 大 堵 忽 覆 o {或 者 0) тан {Xeit e T) 或 者 
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(Хе T) ERÉ. 今后 ， 我 们 也 将 采取 这 种 表 记 方法 ， 特 别 
地 ， 如 果 上 的 变化 范围 了 不 致 引起 混乱 ， 我 们 还 可 把 它 简 写成 
(хау) 或 者 X (t). 

Бел, (to < H) AFT. 这 时 , 我 们 称 X(t) -Xto 为 
ЕМ {Хе T} BS JA t= to BJ £ = t: 的 ШЕ (increment). 
xT RF T HERA to < t <- < t, (n H| BZ ЕЖОВ), 如 果 
n TRE X(t)-— X(to), Ха) — X (ti), X (ta) — X(ta-i) 相互 
独立 ,我 们 称 这 个 随机 过 程 是 独立 增 量 的 (stochastic process with 
independent increments). Ж, РЕЖ s > 0, шж P 36 3E 
Х( +s) – X(to +s) 和 Xt) — X(to) 服从 同一 分 布 ， 我们 称 这 
个 随机 过 程 是 定常 独立 增 是 的 (stochastic process with stationary 
independent increments}， 了 刚才 讲 的 两 个 便 子 都 是 定常 独立 增 量 
的 . 


5.2 泊 松 过 程 的 性 质 


计数 过 程 (counting process) 是 一 个 理论 上 上 比较 简单 而 在 实际 
中 常 被 使 用 的 随机 过 程 ， 正 加 例 5-2 描述 的 工作 到 来 情况 ， 它 记 
录 的 是 所 考察 特定 现象 的 发 生 次 数 随 时 间 发 生 的 变化 ， 很 显 热 ， 
一 般 来 讲 ， 它 是 以 非 负 整数 全 体 为 其 状态 空间 的 连续 时 间 过 程 . 
JA 5-3 我 们 可 以 看 出 ， 此 样本 函数 是 一 个 单调 不 减 且 右 连 续 的 阶 
梯 型 函数 . 

下 面 定 义 计 数 过 程 的 有 关 记 号 . 设 开 始 观 测 时 + — 0, 所 考 
察 现象 的 发 生 时 刻 分 别 为 I, 了 TB, 了 D3,…, MS B E B5 EF E J8] Е 2 
Пі(-Ті),(- T; — Т), Ds(= Тз Т), 另外 ， ROA NG) 表 
示 (0, 相 之 同 发 生 的 现象 的 次 数 ，NN(0) = 0. 沂 松 过 程 是 理论 上 比 
较 简 单 而 在 实际 中 常 被 使 用 的 计数 过 程 . 正如 例 5-2 所 示 ， 它 可 
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以 如 下 定义 ， 


定义 现象 发 生 的 时 间 间 隔 Di, Dz,… 相互 独立 且 服 从 同一 
指数 分 布 的 计数 过 程 {NG t > 0) 称 做 泪 松 过 程 . 


м) 


53 泊 检 过程 的 样本 函数 例 


在 现象 发 生 的 时 间 了 间隔 服从 Ех(А) 的 假定 下 ， 下 面 的 定理 给 
出 了 这 个 过 程 之 所 以 被 称 为 泊 松 过 程 的 理由 . 


ЖИ 5-1 对 于 任意 固定 的 二 N (t) 腿 从 泊 松 分 布 ， 


Р(М() = п) = с-м Q9” (ал = 0,1,2,...) (5.1) 


ті 


üE BB 首先 ， 考察 1 = О 的 情况 . В N(t) = 0 5 D, > z а 
r. ák 


P{N(t) = 0} = P[D, > t} = e> 
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其 次 , 考察 n > 1 的 情况 . 事件 {NG) =n) 与 事件 {Tr < t, Tagi > 
t} = {Ta < t, а > t— T.) 等 价 . 而 Т, = D, + D+ . + D,, 是 
相互 独立 地 服从 指数 分 布 Ex(A) 的 随机 变量 之 和 ， 所 以 根据 第 二 
KHAR, ЖЕТШ ЕЛАНА Gn), 其 概率 密度 画 数 为 


ar (Arrt (r >0) (5.2) 


fa Ur) = Ле т - 1)! =. 


于 是 由 全 概率 公式 ， 我 们 可 以 推出 式 (5-1): 
t 

PING) = n) = f PTT, < t, Dayı > t — Т. = rYf,(r)d= 
心 


-/ РО, > t — r) f. (r)d= 


È n=l 
-Ай-т). -Ат (Ат) 
Д е Де С ту т 


因为 泊 松 分 布 (5.1) ЕНЕ At, ҒИ X SF (0, t) бігіз Bf [E] 
现象 发 生 的 生起 率 (intensity). 下 面 我 们 考察 任意 时 间 间 隔 (2,1-2) 
HERE, 或 者 更 一 般 地 , 3 SZ xx ТЕГІН ІНЕ АО Е N(t+s) 一 NN(1). 

如 果 t 与 现象 发 生 的 时 刻 一 臻 ， 这 个 问题 容易 解决 ， 因 为 它 
相当 于 利用 s 那么 一 段 时 间 去 观察 从 时 刻 二 开始 的 泊 松 过 程 ， 即 
N(t+s)— N(t) 服从 均值 为 As 的 泊 检 分布 HB N(t+ s) — N(t) 与 
N(t) 相互 独立 . 

如 果 与 现象 发 生 的 时 刻 不 一 致 ， 指数 分 布 的 马尔 可 夫 性 
(Markov property of exponential distribution) 将 起 到 重要 作用 . 


定理 5-2 如 果 随 机 变量 D 服从 指数 和 分布， 那么 对 于 任意 
т,уС> 0), 
PID>z+sy|D >z] = PHD > y) (5.3) 
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ШИН 由 条 件 概率 公式 (sü (1.19)), 


P{D >z +y|D >zY=P(D > z+y,D > z}/P{D > ғ} 
=P(D > z +y}/P{D > zy 


те” А+) je- = eA 


这 个 性 质 表 上 明 ， 对 于 现象 的 发 生 间 隔 服 从 指数 分 布 的 随机 过 
程 ， 从 最 后 一 个 现象 发 生 开始 到 现在 所 经 历 的 时 间 对 于 从 现在 开 
始 到 下 一 个 现象 发 生 所 经 历 的 时 间 没 有 任何 影响 这里， 我们 还 
可 以 推出 下 面 的 定理 . 


定理 5-3 Жі (N(t);t > Ор 是 独立 增 量 的 ， 且 对 于 任 
意 实数 з.Қ>0), ЖШ N(t + s) — NG) 服从 数学 期 望 为 As 的 泊 松 
分 布 : 


e7% Ce 


P(N(G +s) — NOG)=n}=e (a ө,1,2,/2) (54) 


RR REEERE. 


定理 5-4 如 果 计 数 过 程 TV(tit > 0) 为 独立 增 量 的 且 对 于 
任意 实数 s t(> 0), WE N(t + s) — N(t) 服从 数学 期 望 为 As 的 泊 
松 分 布 (5.4), 那么 这 个 随机 过 程 服从 生起 率 为 入 竟 泊 松 分 布 . 

我 们 可 以 如 下 理解 定理 5-4. 在 式 (5.4) P n = 0, WA 

P{N(t + s) — М) = 0} = e >° 


这 表明 ， 从 和 企 意 时 刻 t ЯМЕ К E ат £ Pp 
的 时 间 上 服从 指数 分 布 ， 另 外 又 根据 增 量 的 独立 性 ， 我 们 容易 蕉 知 
MAURER Di, D2,… 相互 独立 地 服从 同一 指数 分 布 . 
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根据 式 (5.4), 我 们 还 可 以 推出 微小 时 间 内 现象 发 生 概率 的 性 
质 . 


P{N(t+ h) — №) = 1) =Ah + o(h) (5.5) 
P(N(t + h) — №) > 2) =o(h) (5.6) 


细心 的 读者 会 发 现 , 由 式 (5.5),(5.6) АЖ ЕЖ, 我 们 反 
过 来 可 以 推出 式 (5.4). 


定理 5-5 шаи {Nt > 0} 是 独立 增 量 的 ， 且 对 
于 任意 实数 Қ>0), 如 果 式 (5.5) Ж (5.6) 成 立 ， 那 么 这 个 随机 过 
程 是 注 松 过 程 . 


例题 5-1 甲乙 两 路 公共 汽车 都 通过 某 一 车 站 . 两 路 公共 汽 
车 的 到 达 分 别 独 立地 服从 10 分 钟 1 SW (FB), 15 分 钟 1 辆 ( 乙 ) ІЗІН 
松 分 布 ， 假定 车 总 不 会 满员 ， 试 问 : 

(1) 9 可 乘坐 时 或 乙 两 路 公共 汽车 的 落 客 在 此 车 站 所 需 等 待 对 
间 的 概率 分 布 及 其 均值 . 

(2) 只 可 乘坐 乙 路 公共 汽车 的 莱 客 在 此 车 站 等 车 的 时 收 , 恰好 
有 两 辆 甲 路 公共 汽车 通过 的 概率 . 

(3) 在 (2) 的 情况 下 ， 所 通过 的 甲 路 公共 汽车 辆 数 的 概率 分 
Hi. 

(1) 反映 甲乙 两 路 公共 汽车 到 达 情 况 的 泊 松 分 布 N. (t) 与 Nalt) 
的 生起 率 分 别 为 А = 1/10, А = 1/15 (单位 都 是 [LA >). 下 
面 我 们 证 明 两 路 公共 汽车 的 混和 到 达 过 程 N (t) 服从 生起 率 为 

= X + À 的 泊 松 过 程 . 首先 ， 我 们 确定 定理 5-4 的 条 件 能 够 

被 满足 в, NE) = M(t) + М 是 独立 增 量 的 另外， 由 


і 它 的 证 明 ， 和 参考 习 是 5 中 问题 5 发 其 略 解 . 
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FE N(t + a) — М) 是 相互 独立 地 服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 
Mh (t + s) — МИ) 及 Mat + s) — Nolt) ЖІ, АЕА Ex 2> # f 38 
生性 ， 它 服从 均值 为 As НА ras. ВЕЕ, NO 服从 生起 率 为 
À = 1/10 + 1/15 = 1/6 的 泊 松 过 程 ， 公共 汽车 的 到 达 时 间 间 隔 服 
从 均值 为 6 分 的 指数 分 布 . 再 由 指数 分 布 的 马尔 可 夫 性 ， 这 位 乘 
窜 的 等 待 时 间 也 服从 均值 为 6 分 的 指数 分 布 . 

(2) 假定 自 这 位 乘客 到 达 车 站 开始 到 乙 路 公共 汽车 到 大 车 站 
为 止 所 经 过 的 时 间 为 з. 那么 和 这 项 辣 正好 有 两 辆 甲 路 公共 汽车 通 
过 的 概率 为 


-as (А18)? 
е 


因为 s 服从 参数 为 A2 ЗЕК, EET ROF K 
со 2 
Р; -/ ем Өле), Ы елді 


АРА ° -оОука Оа + А)з}2 
= e (ata А L 2229] A, 十 Xejds 
RER ЕВО B май 4 С(А + hz2,3) кі 
度 函 数 (A (5.2)), 故 其 积分 为 1. 因而 
_ А2А _ 3 _ 
Py = (Аъ + NA] =G KEE ) 一 15 

(3) 一 般 地 ， BA n 辆 公共 汽车 通过 的 概率 为 Pa. 参照 (2), 我 
们 有 

р А?Аз = Аг ) А j” 

= 十 A2)m+l À + Az А, ҒА; 


很 显然 ， 它 服从 几何 分 布 且 其 均值 为 


(n = 0,1,2,...) 


Y nP, = M/M = 1.5{ 台 ) 
n=0 
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例题 5-2 通过 日 本 东 和 名 高 速 公路 某 一 交叉 口 的 车 辆 数 N (1) 
服从 平均 1 分 种 3 辆 的 泊 松 过 程 . 其 中 60% 驶 向 东京 方向 ，40 锅 
驶 向 名 二 旦 方向 ， 现 假定 各 车 的 驶 向 相互 独立 ， 且 通过 这 个 交叉 
口 所 用 的 时 间 也 忽略 不 计 - 试 证 驶 向 这 两 方面 的 车 辆 数 NOOR 
жа), METERSE) 均 服 从 泊 松 过 程 ， 且 这 两 个 过 程 相互 
独立 ， 

利用 定理 5-4. 很 显然 ，Ni(t) 与 Nz(t) 都 是 定常 独立 增 量 的 . 
下 面 推出 N (t) 与 Me 相互 独立 . 因为 某 一 车 辆 叉 向 东京 方面 
的 概率 为 p(= 0.6), 驶 向 和 名古屋 方面 的 概率 为 a(— 0.4), М 


РІМ t) = ni, No (t) = na} = P{N (t) = nı + no, At = nı} 
= P{N (t) = ni + na} P(N (t) = а |0) =ni tno) (5.7) 


БЯ РОМ (0) = m|N(t) = m +nə) 为 二 项 分 布 的 概率 ， 所 以 它 
等 于 
(mi + пә)! 
туї! 
以 分 为 t 的 单位 ， 则 式 {5.7) 的 概率 为 
nitang ! ті та 
т" Eee n)! ` Ca ae) pm gnr = ert Зей 16759 бап 
由 此 我 们 可 以 推出 Ni(t) 与 Nalt) 相互 独立 .分别 服从 平均 每 分 
种 生起 率 为 3p = 1.8 辆 ，3g = 1.2 辆 的 泊 松 过 程 . 
H 5-0 IRE) 考察 初等 生物 群体 繁殖 过 程 模型 . 假定 每 
个 生物 体 与 其 它 生物 体 的 繁殖 相互 独立 地 服从 参数 为 和 的 泊 松 过 
程 ， 并 假定 每 个 生物 体 一 个 一 个 地 生 “ 防 子 ”, 且 不 发 生死 亡 ， 则 
它 被 称 为 ËR (Yule) 过 程 , 是 纯 生 过 程 (FR IB E, 不 死亡 的 过 程 ， 
pure birth process) 的 一 个 例子 ， 
BEN) 为 时 刻 上 时 此 群体 的 个 数 ， 且 


pa(t) = P(N(t) =n) (а-0,1,...) (5.8) 


21 92 
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Ф М) = n, 我 们 考察 微小 时 间 (t, + Т) 内 群体 个 数 的 增加 规 
律 . 显然 ， 它 相当 于 了 个 相互 独立 的 激 松 过 程 的 组 合 ， 根 据 例 5-1 
的 结果 ， 我们 知道 它 服从 参数 为 nA 的 泊 松 过 程 . 于 是 ， 这 期 间 生 
两 个 或 两 个 以 上 “孩子 ”的 概率 为 ofh), 在 + 十 名 时 刻 的 生物 群体 
个 数 服 从 


Prit + h) =P(N(t) = т, {t,t + Ait TRH E} 
+ P{N(t) = 一 1,(t,# 十 各 时 出 生 个 数 二 1) + olh) 
=р.(#)(1 ~ nAR) + pn- (t(n — 1)Ah + o(h) 


在 上 式 两 边 分 别 减 去 palt), ЕМА, RES h — 0, Ш 
A palt) = -nApalt) + (n ~ 1)Apa—1 (t) (5.9) 


这 是 关于 pa (t) 的 微分 差分 方程 . 其 初始 条 件 由 时 刻 上 = 0 时 生物 
群体 的 个 数 决定 ， 令 N(0) = no, 则 初始 条 件 变 为 


pno(0) = 1; Ра(0) = 0. (пж mo) (5.10) 


ШЖ < по, 则 对 于 任意 (> 0), palt) = 0. 
WE п = по, MIRA (5.9) £ (5.10), 


ар (t) 一 —noApno (2), Pno (0) = | 
这 个 常 微分 方程 的 解 为 
Pro (t) = eno M (5.11) 


如 果 n > no + 1, 假定 pn_ 18) 为 已 知 函 数 ， 并 以 初始 条 件 p.(0) = 0 
解 式 (5.9), WJ 


pa (t) = / exam - ОАра-1(8)вз (5.12) 
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最 后 让 这 个 递 推 式 及 式 (5.11), 我 们 可 依次 求 出 n= no 十 ln = 

no 十 2,-… 的 palt). Вр 
(m — 1)! 

Pal) ноу о — 1) 


这 是 负 二 项 分 布 的 概率 分 布 ， 其 均值 和 方差 分 别 为 
Е(МЧ))- поел, Var[N(t)] = то Жез — 1) (5.14) 


问题 根据 数学 归纳 法 ， 试 证 式 (5.13) 为 式 (5.12) 的 解 . 


(e 9)no(1 一 en 9 (m > no) (5.13) 


5.3 非 齐 次 泊 松 过 程 


考察 电话 交换 台 每 小 时 的 电话 记录 ,我 们 会 发 现 不 同 的 时 间 
里 打 来 的 电话 数 也 不 相同 . 即 电 话 呼叫 (call) 的 生起 率 随 时 间 发 
生变 化 . 这 种 现象 ， 我 们 可 以 通过 生起 率 随 时 间 发 生变 化 的 非 弃 
次 泊 松 过程 来 进行 分 析 . 


жу ”如果 计数 过 程 ІЛДІ): > Ор 是 独立 增 量 的 ， 且 对 于 正 
数 大 有 以 下 两 式 成 立 ， 则 称 这 个 过 程 为 非 齐 次 泊 松 过 程 (non- 


homogeneous poisson process). 
PIN(t + h) — N(t) = 1} =AX(t)h + o(h) (5.15) 
PIN(t+ h) — N(t) > 2} =o(h) (5.16) 


对 于 非 齐 次 泊 松 过 程 , 我 们 感 兴趣 的 是 时 间 (0, 内 现象 揭发 
М kak N (t), 更 一 般 地 讲 , 是 (t tts] 内 现象 发 生 次 数 N(t+s)— N(t) 
的 概率 分 布 . 


定理 5-6 如 果 
т) = 了 X(s)ds (5.17) 
o 
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则 N (t (BË N (t + s) — М(4)) 服从 数学 期 望 为 mt 或 者 m(t 十 
s) — m(t)) ЕНЕ. 


我 们 称 mE 为 这 个 函数 的 25 0 ВА value function)， 直 观 
地 ， 可 也 如 下 理解 这 个 定理 . 假想 有 这 么 一 个 “时钟” 当 AG) Hz 
值 大 的 时 组 它 走 得 快 ， 当 A(#) 取 值 小 的 时 候 它 走 得 怪 调 好 这 个 
“нә”, 使 得 当 我 们 以 这 个 “时 钟 ”为 基准 去 确定 生起 率 的 时 外， 
生起 率 能 够 保持 恒定 . 以 这 个 “时钟” 去 观测 的 随机 过 程 属于 泊 
松 过 程 ， 且 在 一 定时 间 内 现象 的 发 生 次 数 服从 泊 松 分 布 ， 更 具体 
地 讲 。 当 一 般 的 时 钟 指向 时 劾 + 的 时 嵌 ， 我 们 可 认为 假想 的 “时 钟 
”指向 时 刻 了 的 , 并 定义 


ТО) = m(t} (5.18) 
(ап Е 5-4). 那么 ， 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 计数 过 程 ， 即 
М(т) = wm (т) 


的 了 便于 理解 ， 我 们 假定 Ай) 只 取 正 值 以 保证 其 能 够 叭 一 确定 
m it7j]. BER. M) 是 独立 增 量 的 ， 故 若 令 


m (r) =t, т (тъ А) = А 


则 由 
t+h 
k’ = m(t + h) — тб) = / A(s)ds = A{t)h + o(h) 
£ 
_ PIM(r+h')— M(r)=1) 20 P(N(t + h) — М) = 1) 
ыш” Т = Jim, — ——X(Dh + ot) 
= 1, BR 


Р{М(т+ №) — M(r) =1) = W + ofh’) 
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同 理 ， 
PTM (r +) — М(т) > 21 = o(h”) 


即 我 们 可 以 推出 (М(т);т > 0) 服从 生起 率 为 1 的 泊 松 过 程 . 


ж 


о і 


图 5-4 从 非 齐 次 泊 松 过 程 转 为 齐 次 泊 松 过 程 时 时 间 变 量 的 转换 过 程 


例题 5-3( 设 备 的 故障 率 ) 我 们 假定 某 一 设备 发 生 故 障 的 次 数 
ЛЕА ЗЕ ЗЕ ОКА Е. 图 5-5 给 出 了 自 购 入 这 个 设备 t+ 个 月 以 后 
的 故障 率 X( [次 / R]. 这 个 设备 的 购买 费用 为 21077 70], 修理 
费用 为 C=2[ 万 元 / Il]. 不 考虑 利息 及 经 济 变动 ， 问 时 隔 几 个 月 更 
新 这 个 设备 是 最 合适 的 . 


假定 时 隔 + 个 月 更 新 这 个 设备 ,那么 每 月 所 需 费用 (= 损耗 费 
用 十 ёж) 的 数学 期 望 为 


до = +m) 


=0, 则 由 200 е 
Att ~ m(t) = КУС 
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4/Л12Қ-------------------.-.---. ... 


—— I 
о 6 42 48 H 月 


图 55 设备 欧 故 障 率 A(t) 


令 此 式 左边 为 gl(#), ДІНІҢ 5-5 知 £ < 42 КІМІ. g(42) = 一 3/4. 


而 +> 42 керк, 20 at= Vats oaan 所 以 根据 


- 422 
48 


—3⁄4 + f: 2148 = = -3/4 + É = K/C 


最 适 值 上 = 48. 由 m(48) = 5.5, 我 们 可 知 这 个 设备 在 48 个 月 内 平 
均 发 生 5.5 回 故 障 ， 耗 费 妖 理 费 用 11 万 元 ， 即 大 约 需 要 耗费 更 新 
费用 的 一 半 . 


954 复合 泊 松 过 程 


яттан (МЦ); > 0), 33 NO 的 值 在 某 一 时 刻 发 生 蛮 
化 的 时 侍 ， 其 变化 量 大 于 等 于 2 的 概率 为 0{ 式 (5.6)). 这 一 节 ， 我 
们 放宽 这 个 条 件 而 考虑 变化 量 取 不 同 值 时 的 情况 (不 只 局 限于 整 
数 ， 而 且 也 可 为 负 ). 很 显然 ， 这 个 过 程 不 再 是 计数 过 程 了 . 


是 相互 独立 地 服从 同一 分 布 的 随机 变量 序列 . 当 {N(t)} 5 {Yn} 
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f H hr Н, ж 


Nt) 


X(t) = Y ` Y, (5.19) 


БЫН {Xt > 01 ЖШ 复合 泊 松 过 程 (compound Poisson 


process). 


图 5-6 183 Y 8 G IB 32 ТЕНДЖ ЗК И. 


хі 


图 56 复合 泊 松 过 程 的 样本 函数 例 


比如 假定 财务 科 的 帐 单 到 来 服从 泊 松 务 布 ， 处 理 每 个 帐 单 所 
需 时 间 相 互 独立 地 服 估 同一 分 布 ， 热 后 假定 X(t) 为 处 理 到 时 刻 + 
为 止 到 来 帐 单 所 需 的 延迟 时 间 ， 那 么 {X(t 22 0) 服从 复合 泊 松 
分 布 过 程 . 

ха 的 分 布 一 般 来 讲 比较 复杂 B X(t) 的 特征 函 数 可 根据 
Yn 的 特征 函数 简单 地 写成 如 下 形式 . 即 如 果 令 


éxeo (u) = El, фу) = Ее] (5.20) 
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RI 
xa (u) = exp[At{yy (u) — 1} (5.21) 
根据 N (t) 的 条 件 期 望 我 们 可 以 如 下 证 出 上 式 . 


Е(езха) = Y ` EXON) = тег“ (гу 
Tt: 


n=0 
这 里 ， 
кезені) = n] =E|eju(Y. +Ys+--+Y,)) 
=(E[ei%]]" 
={pY (u)}" 
于 是 ， 


ехо) = УФ) es L em^. СТС) 
п=0 ` 
=explAt{pr (u) — 1) 
对 上 式 求 导 ， 再 由 第 4 章 第 3 节 的 式 (4.26) 及 (4.27), 


E[X(0)] = exe) lOi = BIH (5.22) 
Var|X(t)] = -0% (0) — {EX = МЕУ) (5.23) 


直观 地 ， 我 们 可 以 如 下 理解 式 (5.22), BB 
E[X(9] = E[N(9]E[Y] = MEIY] (5.24) 


ЖЕЖ, A (5.23) 的 最 后 一 项 并 不 等 于 AtVarY] --бШ, Ші 
X = Yi + Y2 + -- - + Y, (定数 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 ), 那么 


Var[X] = nVar[Y ] (5.25) 
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mE X = ү + Yx +--- + YN (不 定 个 数 独 立 同 分 布 的 随机 变量 之 
Tn), 那么 


Var[X”] = E[N]Var[Y] + Var[N]( E[Y])2 (5.26) 


问题 ШЕМА A Эр Xt АУН ЯБ, RIEA st: (5.26), 


我 们 可 以 推出 
Var| X] = ME[Y?] 


习题 5 


1. 设 [NERO R J $ R 3 3 À E 9 Mo 8. % j e TF 
Ж. 

(1) P{N(5) = 4} 

(2) P(N(5) = 4, М(7.5) = 6, М(12) = 9) 

(3) P(N(12) = 9|М(5) = 4) 

(4) Е(М(5)) 

(5) Var[N(5)] 

(6) Е(М(10)|М(5) = 4] 

2. 某 一 公共 汽车 站 的 生 客 到 来 恬 从 平均 1 分 种 1 人 的 消 按 过 
E, 公共 汽车 的 运行 间 有 并 服从 吕 分 至 12 分 的 均匀 分 市 ， 试 求 自 某 
一 公共 汽 丰 开 出 此 站 到 另 一 公共 汽车 驶 入 此 站 所 到 双 客 获 的 数学 
期 望 和 方差. 

3. 试 求 服 从 生起 率 为 入 的 泊 松 过 程 和 N(#) 的 协 方差 
Cov(N(t), N(t + s)). 

4. 3: — # k 35 08 £ WO ҮЗЕ 3 2 ФІН. 
8 2 ë £ 5 m h R Xx Y|], Z = (Y — 10)/40 ЖАД з ж Be(3,2). 
RR- J B q Л ЙЫ жна 9 ü 8 Oak 2 9 лв. 
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5. 试 证 定理 5-5. [提示 : 很 显然 ， 共 需 证 明 t 一 0 的 情况 S 
Я 5-3, RHN E pals) = PI(IN(s) = при R 9 ë P P E, 3£ H h 
推出 N(s) f X. 0 # 2 $ .] | 
6. £ — £ % W 9 bt MO E 8 F| £ S J. PHILA À A É 8 É + 
ж. $A MW 3 F W s LE A РА 1/6 [分 ] 的 指数 分 布 . 我 们 
用 pE ARENA tAE, 8 E F N 9 n d 5 Z 5 Ф. 
ауяғтт>і W H D F 2 £ <: 


Р„ (t + h) =p.(t)(1 — ААҚ1 一 нА) + Pa 人 ER 由 人 一 Аһ) 
十 рь 1(#)АА(1 ~ uh) + o(h) 


(2) Š n=0 вн, É u d Ë Ея. 
(3) 试 推出 关于 palt). (ma 一 0,12...) ЖАА. 
(4) 经 过 很 长 时 间 以 后 ， 知 果 对 手 所 有 7 аж P Log 
fl G k s T ë S. 这 时 ， 我 们 把 pn( 引 写成 pn 的 形式 RRA 
Ж pn(n 二 0,1,2,...] 的 差分 方程. 

(5) 解 出 上 面 的 差分 方程 为 了 使 palm 二 0,1,2,…) жж? 


ж УР, =1, 试问 入 与 上 应 满足 秆 么 关系 。 


n=0 
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第 6 章 再 生 过 程 


第 5 章 所 述 泊 松 过 程 , 是 现象 发 生 的 时 间 间 隔 相 互 独立 地 服从 
同一 指数 分 布 的 计数 过 程 . 这 一 章 , 我 们 讨论 现象 发 生 的 时 间 同 隔 
不 只 局 限于 指数 分 布 的 计数 过 程 . 这 个 过 程 称 做 青 生 过 程 (renewal 
process)! 根据 不 同 的 场合 ， 再 生 有 了 时 也 称 做 更 新 (renewal). 考虑 
到 设备 发 生 故 障 使 更 新 这 一 过 程 ， 我 们 就 可 以 理解 用 它 命名 的 理 
由 了 ， 也 就 是 说 ， 只 要 进行 再 生 或 更 新 ， 过 程 将 从 某 一 新 的 起 点 
开始 出 发 . 


6.1 基本 概念 


我 们 用 TD = 0 < T, < T; <... 表示 某 一 特定 现 蒙 发 生 的 时 
刻 , 并 假定 此 现象 发 生 的 时 间 间 隔 D, (= Т, Т), D= 1.-Ті),..- 
相互 独立 地 服从 同一 分 布 . 如 果 这 个 分 布 的 分 布 函 数 为 Ғ, 数学 期 
望 为 p, 方差 为 o? ?现在 ,用 N(t) 来 表示 在 (0,t) 内 现象 发 生 的 
х: 

М) = тах{п: Ta < t) (6.1) 

ЗИВ е (м0); t> 0) 为 再 生 过 程 . 

首先 ， 考察 N (1) 的 分 布 与 政之 则 的 关系 .从 式 (6.1}( 或 直观 
地 ), 我 们 容易 得 到 如 下 的 等 价 关系 . 


N(ü)2> n< T. < (6.2) 


! 再生 过 程 有 时 也 指 现象 发 生 的 “时 刻 ”而 不 是 现 生 发 生 的 “人 次数" 
2 ЖЕФ Р(0) = 0, Е(оо) = 1, 即 现象 发 生 的 时 间 间 隔 必 为 有 限 的 正 数 ， 
其 它 场 合 ， 我 们 也 可 进行 类 似 讨 论 . 
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另 一 方面 ， 由 
Ta = Dn + Dat -+ Dn 


我 们 得 到 第 2 章 第 5 区 所 述 

P{T, < t} = PF) 
这 里 ， РОО Рп ШЕ, РО) = 1. 于 是 ， 

PIN(t) = n} =P{N(D) > n} — РОМИ) > n + 1) 

-ғҒ”а)-кғеззш;) 

我 们 用 mt) 来 表示 N (t) 的 均值 : 
m(t) = EIN ($)] 
т) 称 做 均值 函数 , 或 再 生 函 数 (renewal function). 
定理 6-1 - 
m(t) = > Fn 
a= 


证 明 


ре) 


УХЕ) = > РІТ, <t) 


п=1 
-Хммф>») 


ты-і 


=Е|М(0)] 


这 里 ， 最 后 的 等 式 来 自 定理 3-2 的 推论 . 
问题 对 于 消 松 过 程 ， 试 求 F(t) 及 m(t). 
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(6.3) 


(6.4) 


(6.5) 


(6.6) 


(6.7) 


6.2 再 生 方 程式 


理论 上 , 均值 函数 和 (的 可 以 通过 式 (6.7) 求 出 , 而 实际 上 这 不 
FIRA. 这 一 节 ， 我 们 推出 mt) 的 另 一 形式 (积分 方程 式 ). E 
对 于 考察 上 一 co 时 m(t) 的 变化 情况 非常 方便 . 

根据 T, 的 条 件 期 望 ， 我 们 可 将 za 人 = ENG 写成 如 下 形 
Ж: оо 

m(t) = / ЕМ, = sjdF(s) (6.8) 


ш T, = s > t ЕНЕ, N(t)=0. 当 厂 二 s<t 的 时 候 ，E[N(t)|T = 
s] = 1 + E[N(t — ә), 故 式 (6.8) 变 为 
me) = f (+ m(t — ауаға) 
о 
t 
=F(¢) + f m(t — в)ағ (з) (6.9) 
0 
这 就 是 再 生 方 程式 (renewal equation). 
将 式 (6.9) 一 般 化 得 到 积分 方程 式 
t 
5 鸭 =AD+ 人 st-adF() (>20) (6.10) 


ЕЕЕ BSA (renewal type equation). ЯА Ф, Аж F 
же, 9 ARMAR. g 可 以 通过 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace 
transformation) 求 出 . 即 如 果 定 义 15 (z) = 


[ооа о = Í чыда о) = [еда 
0 9 0 
(6.11) 


і ЖЕ, HERE FO 服从 连续 型 分 布 ， 其 概率 密度 函数 为 ft) MER 
Ж dP(s) = ә. 对 于 离散 分 布 ， 和 参考 习题 6 中 间 题 8 лай. 


113 


并 在 式 (6.10) 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 
9 (2) =h (z)+ 9 (2) f (z) 

于 是 ， 

Fe) = ŻE (6.12) 
特别 地 ， 对 于 再 生 方 程式 (6.9) 

glt) = т(0), М) = Е) = / f(s)ds 

X. ih F (2) =F (z)/z, 我 们 得 到 
F(z)/z (6.13) 


最 后 ， 对 9 (z), m (z) 实行 道 变换 ， 即 可 求 出 g) 和 m(t). 

例 6-1 <Ғ()-1-е--ме-“ (¿> 0), 则 它 是 服从 均 
н = 27А 的 其 玛 分 布 G(X,2) 的 分 布 函数 . 虽然 ， 我 们 可 以 通 
过 定义 式 (6.11) 求 出 f (2), 但 又 由 于 这 个 分 布 相当 于 相互 独立 地 
服从 同一 指数 分 布 的 两 个 随机 变量 之 和 的 分 布 (第 2 章 第 5 节 例 
2-1), 我 们 可 以 简单 地 推出 


F (а) = GP 
根据 式 (6.13), 


ғаз м лпа 1 
(у 26-420) 22 4z ж-Қ2А 


т (z) = 


再 通过 变换 ， 最 后 得 到 


А 
mít} = zt 一 a — в-2%) 一 e 22At (6.14) 
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ІҢ 6-2 (E Ев 2-і) (ехсеѕв life distribution) 我 们 把 从 开始 观 
测 时 刻 + 到 下 次 再 生 所 经 历 的 再 生 过 程 的 时 间 W (t) = Tm)+ri—t 
FK $K t 的 余 命 ， 上 比如 假定 公共 汽车 的 到 来 服从 再 生 过 程 ， 那 勾 余 
fr W (t) 实际 上 就 是 指 在 时 刻 上 来 到 公共 汽车 站 的 乘客 所 需 的 等 
待 时 间 - 

为 了 求 出 W (t) 的 分 布 亢 数 ， 令 z 为 正定 常数 ， 并 且 


Q(t} = P{W (t) > £} (6.15) 
则 根据 最 初 再 生 时 刻 石 的 条 忻 概 率 ， 我 们 可 以 求 出 
Q. (t) = / ~ PIWO > «|7, = з)аР(8) (6.16) 


而 随机 过 程 从 于 = s 开始 重新 出 发 ， 即 
0-(%-з) (з < 15 
P(W(t) > z|T, =s) = { 0 (t< s <+“) 
1 (£+z < з) 
因而 ， 式 (6.16) 将 变 为 


t о 
9.00) = / Q. (t ~ s)dF(s) + / яға) 
-1-Ға-а)- 了 Q. (t — ғ)аҒ(з) (6.17) 
D 


它 就 是 决定 Q. (t) = P{W) > z) 的 再 生 型 方程 式 . 比如 当 F(t) = 
1 — et GAENE) 的 时 候 ， 式 (6.17) 变 为 


t 
Q, (t) = e: е-е f Q. (t — s)dF(s) 
° 
XF E s S 15 РУ HF 2346. m 
> 241002 À 
Q, (z) = e"> ах Q. G) х 
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解 之 ， 得 到 
ЖЕН 
Q, (2) = є т 
最 后 通过 道 变 措 ， 我 们 得 到 
Q. (t) = е^ 


正如 第 5 章 所 述 ， 对 于 泊 术 分布 ， 其 余 命 分 布 并 不 依赖 于 观测 开 
始 时 刻 志 


6.3 极限 定理 


根据 式 (6.7) 或 式 (6.9), 我 们 可 以 考察 上 一 oo 时 m(t) 的 变化 
情况 . 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 有 关 理 论 ，t — oo 时 m(t) 的 变化 情 
Wk, Bi bF z — 0 PF m (z) 的 变化 情 襄 推 知 - 因为 在 >=0 附 近 对 
et 进行 泰勒 展开 ， 则 


t)2 


— + 002°) 

故 

P: _ f” -и 1 4 22 f° 2 22. 

о = | дола оаа f екеш 
=1- zp + Č (p? + 8?) + O°) 


把 上 式 代 入 式 (6.13), 并 在 z=0 附近 进行 泰勒 展开 ， E 


~ _ 1 52 — ц? 
т (2) Z + 7а; TOW 
再 通过 逆 变 换 ， 
6? — и? 
m(t) =; + жой) (t> о) (6.18) 
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过 而 
на Z -i 222 (6.19) 


此 外 ， 对 于 六 人 ,我们 还 知道 
NO) _ 1 
t H 
式 (6.19) 及 (6.20) 是 再 生 过 程 论 中 非常 重要 的 两 个 基本 定理 . 严 
F BJ uE BH H S Ph Bh, 但 直观 地 看 它们 很 好 理解 . 
从 式 (6.18), 我 们 还 会 想到 可 能 对 于 任意 a > 0, 


P(lim }=1 (6.20) 


lim {m(t + a) — тӘ) = = 


而 事实 F, АЖ ЕЕ D 服从 连续 分 布 的 时 候 成 立 ， 存 在 服 处 离 
散 分 布 的 时 候 未 必 成 立 ， 下 面 的 定理 详细 乌 述 了 这 部 分 内 容 . 


定理 6-2 Hae z E EB(Blackwell theorem) 
(1) 当 D 不 服从 格 状 分 布 1 ( 见 第 2 章 第 2 3) 的 时 候 ， 对 于 
任意 a > 0, 有 ` . . 
доп {ml + a) — m(0)) = Z (6.21) 
(2) 当 D 服从 格子 状 分 布 的 时 候 ， 
а 


Jim P{t=nd 时 再 生 } = (6.22) 


这 个 定理 推广 到 一 般 情 况 ， 我 们 得 至 如 下 定理 . 


定理 6-3 再 生理 论 的 主要 定理 (кеу renewal theorem) 


! 正如 第 2 章 第 2 节 所 述 ， 服 从 格 状 分 布 是 指 存在 а > 0 使 得 
уге ыр = nd) = 1 成立. 满足 条 件 的 最 大 d 称 做 此 格 状 分 布 的 周期 


(period of a lattice distribution). 
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РТА ТКА, Вл) > 0 满足 下 面 任 一 条 件 ， 
MA 


. É 1 со 
Jim f h(t — sjdm(s) = Z f h(s)ds (6.23) 


成 立 . 
(0 RG) 连续 且 当 上 大 于 某 定 值 的 时 候 ， h(t) = 0. 
(2) һа) 单调 不 增 且 f h(t)dt < оо. 
这 个 定理 ,在 更 一 般 的 条 件 ( hi) 为 黎 虽 可 积 条 件 ) 下 也 能 成 
立 ， 这 里 我 们 不 散 深 入 考察 ， 
例 6-3 HR t> co 时 再 生 型 方程 式 (6.10) 的 解 g(t) 的 极限 


由 对 式 (6.10) 进行 拉 普 拉 斯 变换 得 到 的 式 (6.12) 及 式 (6.13), 


9 2) = fÜ) 2 O+ (о): (a 
1- f (2 | 


іва, LE 
É 
з) = h(t) + f h(t ~ s)dm(s) (6.24) 
0 
所 以 ， 当 所 和 所 满足 主要 定理 条 件 的 时 候 ， 
. . t 1 oO 
Jim g(t) = lim f h(t ~ sdm(s) = 1 f h(s)ds (6.25) 


根据 这 一 结果 ， 我 们 能 够 求 出 例 6.2 p t> оо 时 余 命 分 布 的 形 
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Ж. 即 如 果 寿 命 分 布 王 不 服从 棒状 分 布 ， 由 式 (6.17), 
lim P{W(t) > z) = Га — F(z + s)}ds 
=L f {1- Poa 
Jim PAWE < z) =1 Í ü - ғауму (6.26) 


问题 55(6.26) 的 右边 相当 于 图 中 两 部 分 的 面积 之 比 ， 试 问 
是 路 两 部 分 的 面积 之 比 . 


P=F0) 


о х y 


H 6-4 (设备 的 工作 率 ) ” 某 一 设备 经 常 发 生 故 障 ， 且 发 生 故 
Вай F jS ph E ЕТ ЕЖ. КРЕ X EAH F. 
ВАНИЕ T W 2 ЕЖЫ ENA Y 服从 分 布 G, 且 它 们 相互 
独立 ， 试问 这 人 台 设 备 的 工作 率 . 

假定 在 t+=0 的 时 候 机 器 开始 适 转 . 首先 求 在 时 刻 上 时 这 合 设 
备 正在 工作 的 概率 . 由 于 这 个 随机 过 程 在 修理 结束 的 时 懂 开 始 新 
HEE & H 22 T = X +Y HTAR, MRE T ЖЕЖ 
我 们 得 到 


A(t) = І ”P{t 时 运转 | = s}dH(s) 
AG — в) (s < t) 
P{t 时 运转 | = sy = I 
PIY > Т =s) (>D 
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又 由 于 


/ T P > tN = sJAH(s) =P > t, XI +, > l) 
=P(Y, >i) = 1- G() 


我 们 得 到 关于 Ай) 的 再 生 型 方程 式 
t 
A(t) = 1 — G(t) + / Айа-ауан(з) (6.27) 
0 
M T = X +Y ARA F K 2 s 83 raz, 


lim А()- ЕТ] f “D - eedt = I A (6.28) 


在 信赖 性 理论 中 ,我们 把 A(t) 称 做 有 效 性 (availability), 把 А(оо) 
ЖИН 定常 有 效 性 . 

H 6-5 (分 支 过 程 )(branching process) 某 一 生物 笨 的 寿命 
ЖАНЕ, 且 其 生命 终了 时 留 下 j 个 “孩子 ”的 概率 为 p;( = 
0,1,2,.…). 殷 定 每 个 生物 体 的 寿命 及 窗 下 的 孩子 数 答 此 相互 狼 
а. На) 表示 时 刻 t 时 生存 着 的 生物 体 个 数 ， 那 么 随机 过 程 
{N (t); t > 0} 称 做 分 支 过 程 (branching process). 图 6-1 给 出 了 生 
物体 的 个 数 发 生变 化 前 一 个 例子 . 从 这 个 图 我 们 可 以 看 出 ， 它 之 
所 以 用 “分支 ” 来 命名 的 理由 . 


很 显然 , 如 果 每 个 生物 体 留 下 孩子 数 的 均值 4 = Y p; 小 于 等 


j=0 
于 1, 这 一 生物 体 将 灭 种 . 反 过 来 , 如 果 a 大 于 1, 这 一 生物 体 的 个 数 
将 以 正 的 概率 无 限 增加 , 下 面 就 后 面 的 场合 ， 考 察 m(t) = ENEH 
的 变化 情况 . ХЕ, AEE = О ВН ЕЕ ЕФ яа 
一 个 能 够 生存 ， 且 不 服从 格 状 分 布 . 
假定 最 初生 物体 寿命 为 Ti MWA 


m(t} = / 7 EING)IT, = sjarts) 
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图 6-1 分 支 过 程 


X H | 
EINGIR = s] = (ең 79) 650 
і (s > t) 
t 
m(t) = 1 — FP t) +a f m(t — s}dF'(s) (6.29) 
0 


上 式 类 同 于 再 生 型 方程 式 , 但 由 于 a 不 等 于 1, 因而 并 非 与 它 完 
一 致 ， 下 面 ， 通 过 适当 的 变换 ， 我们 试 着 导出 再 生 型 方程 式 . 

曾 在 第 5 章 讨论 过 的 尤 尔 过 程 可 以 看 阁 是 分 支 过 程 的 特殊 情 
况 ， 即 它 是 寿命 分 布 下 服从 指数 分 布 且 每 个 生物 体 在 生出 两 个 
“孩子 ”后 必然 死亡 的 例子 . 在 万 尔 分 布 中 ， mt) 是 上 的 指数 范 
数 . 在 分 支 过 程 中 , 我 们 同样 可 以 想象 到 对 于 适当 的 8> 0, t оо 
时 g(t) = e tm(t) аР — 8 6. 从 而 导出 9 的 积分 方程 
式 . 很 显然 ， 在 式 (6.29) 的 两 边 乘 以 et, 我们 得 到 


t 
g(t) = et{1 — Е) + af е78* g(t — з)а (5) (6.30) 
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为 了 使 上 式 变 成 再 生 型 方程 式 ， 右 边 第 二 项 需 写 成 如 下 形式 
ё 
f o6- мағ» 
这 里 ， 
ағв(з) = ae P*dP(s) 
又 由 于 Fel) 应 为 分 布 函数 ， 故 册 
Ез(з) = / ! ae d F(y) (6.31) 
0 
Ж Ға(оо) = 1, °° 
/ е-бЗзағ(у)-і (6.32) 
0 а 


式 (6.32) 的 左边 是 关于 8 的 单调 递减 连续 函数 ， 且 6 = 0 时 其 值 
1,8 — co 时 其 值 收 敏 于 1, 故 存 在 一 个 能 够 满足 式 (6.32) 的 A. 
取 定 这 样 一 个 8, 式 (6.30) 将 变 为 再 生 型 方程 式 ， 根 据 主要 定理 ， 


t — oo 时 
с -в _ ско 
g(t) > f ev (1 — у(у)}аы/ ГА sdFa(s) (6.33) 
ЖӘ, ыы (6.32) 可 知 式 (6.33) 的 分 子 为 


eBy w ° e -Êy _ 1 _ ЕЧ 


分 母 则 为 к 
af se Ë#*dF(s) 
0 


最 后 由 式 (6.33), 我 们 推出 
g(t) = e Hm(t) > (a — 1)/a28 Í se P*dF(s) (t— eo) (6.34) 
0 
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ӨН 当 寿 命 服 从 参数 为 A 的 指教 分 布 Ez) HHR, Ж 
A WR g(t) 的 极限 值 . 


万 始 条 件 的 影响 。 在 例 6-4 中 ， 我 们 假定 设备 在 开始 观测 时 
A t = 0 之 前 就 已 开始 运转 . 这 时 一 般 来 讲 ， 从 开始 现 测 到 第 一 
次 再 生发 生 为 止 所 经 历时 间 的 分 布 将 不 同 于 此 后 再 生 点 之 间 所 经 
Бына. анатом 一 般 化 再 生 过 程 (generalized 
renewal process). (НЕ, ЖЖЖ t> co J X -— ВАЛ Фе А 18 H Ft 
项 ， 很 显然 ， 它 不 会 受到 初始 条 件 的 影响 . 即 对 于 一 般 化 再 生 过 
程 ， 式 (6.19)- 式 (6.23) EER Y. 


习题 6 


L S R m £ 2 £ W m PL PL NCR Ба $s G(2,3)， 即 f() = 
48е-% h 8 £ t É 5 38 RK S 8 mt). 

2 如果 再 生 过 程 (N(t);t > 0) 8 38 ë ë & m(t) = E[N(0)] = 
M. 试 证 这 个 至 生 过 程 慑 从 泊 松 过 程 . 

З. 某 一 事务 所 电话 打 来 的 次 数 服 从 平均 工分 种 入 次 的 泊 检 过 
E. 通话 时 间 7i, 了 2,… 相互 独立 地 原 从 同一 分 布 ， 且 假定 通话 时 
电话 打 不 进来 . 现在 用 NN(t) жаніх тетж жа, 
试 证 

. ENG A 
да Zl а А. IAE) 

4. 候 十 有 很 多 条 线路 的 电话 交换 台电 话 呼叫 的 次 数 朗 从 生起 
*3 入 的 泊 检 过程、 通话 排 续 时 间 的 分 布 函数 为 G. 如 果 在 时 刘 
+ 一 0 的 时 次 没有 正在 通话 的 电话 线路 ， 珊 在 时 划 世 的 时 候 我 们 用 
та) 表示 正在 通话 的 电话 线路 数 Л) 8 * Xa 9. 
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(1) K ЕтЦИЖЕНЕЯУжАЯ 
t 
mit) = Í 1-С(-з)Де ds + mít — з)Ае ^з 
(2) 话 用 拉 普 拉 斯 变换 解 出 上 式 ， 并 证 明 
t 
= À — G(s)]d 
"0 = Í B- сов 


5. £ m 65 0 2 k t, Ü Z # k b 8 8 p 9 F NA Ж 
қаж, JAKAR, LE- + hk ü T “T” Жама 
+ 1, 此 外 ， 还 慨 定 这 种 生物 体 总 种 为 止 生存 过 的 所 有 生物 体 考 命 
总 和 的 数学 期 望 为 工 . 

Q) wa r= / тае 

(2) w R A й (2) ж жж т) назия, RE L =G (0). 

(3) ж # (6.29), Жн т (z). 

(4) * H L. 

6. 某 一 设备 自 安装 开始 到 发 生 故 障 为 止 所 经 历 的 时 间 上 服从 和 连 
于 分 布 ， 且 其 分 布 函 履 为 F. RS d km AR ki M, 或 者 在 
经 所 时 间 7 以 后 十 上 被 男 一 同类 设备 代 普 ,现在 用 NN(t) 和 M(t) 
分 别 盘 示 自 安装 好 最 初 设备 开始 到 经 历时 间 上 为 止 所 替换 的 设 省 
次 数 及 所 发 生 的 故障 次 数 . 

G) wu im > 加 -1 人 -Pole 
2 0) 试 证 因 发 生 故 障 而 痊 换 设备 的 时 蓝 所 组 成 的 序列 碌 从 再 
езін. 另外 ， 试 证 因 发 生 故 粳 丽 着 换 设 备 的 时 间 问 申请 从 如 下 
нота С: 


1— G(t) = [1 — Р(7)] “1-Ғға- kr)j, (kr < z < (k + 1)r) 


(3) RE lim Mw = Fr yf 1- F(u)jdu. 
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(4) 发 生 故 障 的 时 候 答 换 设 备 需 要 cl X, W £ 2 + E £ k BM 
3 BL W 9 SO & W ZE c, 元 ， 则 单位 时 间 平 均 替 换 费 用 的 报 屎 值 


Сі) 为 
C(r) = lim cr M (t) + сә [N (z) 一 M£ (t)] 
ftom t 


当 瑟 服从 指数 分 布 的 时 候 ， 试 证 C(T) 为 的 单调 递减 西数 (í 
А, 如 果 在 设备 发 生 故 障 的 时 候 瞧 换 设 备 ， 则 所 需 覃 用 变 为 最 小 ). 

7. (DREA £ st @ (N(t);t > 0) # 2x m(t) = EN 
服从 如 下 的 积分 方程 式 : 


malt) = rn(t) + 2 f mit — s)drn(s) 


(2) W E тей) HEA ERER mo (z) 在 z 二 0 的 附近 可 写 
成 如 下 形式 : 


ЕЖ, š f— co B ыш, j ur 


2 202 - ц 
malt) = -十 一 -一 一 十 ofl) 
p? иЗ 


(3) 对 于 任意 z REFERT: 


lim PI 一 一 -一 一 一 一 < t} = 一 一 v/d 
39, to? fp? < z) ут қағы У 
8 + 32 2 & 3 Ë 62 B E] FL E 2 $ F 3 0 W m S B R. 并 假定 


У» F ñ W 3 3 A. 由 本 章 开 头 部 分 的 脚注 F(0)= 0, 5 f(0) = 0. 
(1) 试 证 再 生 方 程式 (6.9) 可 写成 如 下 形式 : 


. &—1 
m(k) = Р) + У m(k — iG) (6.35) 
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(2) p RO X 9 š # 


m*(z) = Ув), Е" оле Без 


Е-і 


试 证 再 生 方 程式 可 写成 如 下 形式 : 
m”*(z) = F*(z) + m*(z)f*(z) 
(3) 试 证 P*(z) 5 f*(z) 之 间 具 有 如 下 关系 : 
ға)- rO (а) 


(4) ж +f Ж (6.13), 我 们 可 以 导出 下 或 : 


f(z) i 
1- Б “а) 1-2 


m”*(z) = 


(5) 当 现 象 发生 的 时 间 问 隔 语 从 几何 分 市 БЕ) 


(р+е = 1) ыы, % R т (2) 与 тд). 
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DO 
k=l 


(6.36) 


(6.37) 


(6.38) 


8-1. 


第 7 章 马尔 可 夫 链 


71 基本 概念 


7.11 转移 概率 

本 章 我 们 讨论 离散 时 间 的 随机 过 程 {Xn;n = 0,1,2,…}, НІН 
定 其 状态 空间 S 也 是 离散 的 . 不 失 一 般 性 , Ф S= (1,2,3,…). 这 
里 ，S 包含 的 元 素 个 数 ， 即 X, 可 取 的 状态 个 数 可 以 是 有 限 的 ， 
也 可 以 是 无 限 的 - 


ЖУ 如 果 对 于 所 有 站 关 D 及 所 有 JE 5, 
РІХ, = Хо Ха), An} = P{ Xna = НХ.) (7.1) 


则 随机 过 程 {Xun --0,1,2,. 称 伏 马尔 可 夫 链 -1 


A (7.1) 从 概率 的 角度 表明 了 这 个 随机 过 程 的 “下 一 状态 " 
Хан ЯТ “WERE” Xn 而 与 “过 去 状态 Хо, Xis An- 
AR. 这 种 性 质 , 称 做 随机 过 程 的 马尔 可 去 性 . 一 般 来 讲 , 式 (7.1) 
的 条 忻 概 率 随 着 n 的 变化 而 变 兹 ,但 在 本 书 我 们 仅 讨 论 它 与 有 无 
关 的 随机 过 程 ， 即 齐 次 随机 过 程 (homogeneous stochastic process). 
这 里 ， 令 

Р(Хаа-/ЛАл-і)- Р, 3) (7.2) 
1 准确 地 讲 . 它 应 该 是 “离散 时 间 ” 的 马尔 可 夫 链 ,但 我 们 通常 简称 它 为 
马尔 可 夫 链 ， 
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Ра) 称 艇 状态 宇 至 状态 了 的 НВ ВЕЖЕ (transition probability). 
ШУК, ВТЕ Pa) 进行 排列 得 到 的 矩阵 Р, 

Р(1,1) Р(1,2) P(1,3) 

Р(2,1) Р(2,2) Р(2,3) 

Р(%,1) P{3,2) Pi(3,3) 


FFE W 转移 概率 矩阵 (transition probability matrix). 

很 显然 ， 转 移 概 率 矩 阵 的 诉 有 元 素 为 非 负 ， 且 每 一 行 的 所 有 
元 素 之 和 为 1. ` 

例 7-1( 选 商标 ) 某国 销售 ABCD 四 种 啤酒 . 据 某 项 调查 表 
BH, 消费 者 购买 哪 一 种 啤酒 , 仅 与 前 一 次 购买 的 蝗 酒 种 类 有 关 , 而 
与 这 之 前 购买 的 啤酒 种 类 无 关 . 现在 , 用 Xo 表示 某 消费 者 最 初 所 
买 啤 酒 的 商标 , 用 Xi, Хо, 分 别 表示 这 之 后 所 买 啤 酒 的 商标 ， 则 
(Хып--0,1,2,.- ҚУ 为 马尔 可 夫 链 . 其 状态 空间 S = {A,B,C,D}, 
转移 概率 矩阵 


А B с D 
0.90 0.05 0.03 0.02 
0.10 0.80 0.05 0.05 
0.08 010 0.0 0.02 
0.10 0.10 010 070 


ват > 


在 这 个 问题 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 这 四 种 啤酒 的 市 场 点 有 率 随 着 时 
间 的 推移 而 发 生 的 蛮 化 情况 ， 关于 它 ， 在 后 面部 分 将 进行 具体 讨 
论 . 

Bj 7-2( 围 棋 赛 ) A,B,C 三 人 之 间 和 争夺 围棋 赛 冠 军 ， 规 定 最 先 
连 胜 两 次 的 大 成 为 冠军 . 最 初 由 和 态 与 B 对 局 ， 25 A 获胜 . 接 


1 一 般 来 讲 ， 潍 足 这 两 个 性 质 的 起 阵 称 做 概率 矩阵 (stochastic matrix). 
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着 由 入 与 恕 对 局 WR A ЖИ, ША 为 冠军 . 否则 ， Ff H C 5 
В. 这样 反复 进行 下 去 ， 直至 决 出 冠军 为 止 ， 每 次 对 局 ， 久 
Ж B, P 8 C, C W. A 的 概率 与 过 去 的 对 局 结果 无 关 ， 且 分 别 为 
ре” (Биз YFA). 


上 述 围棋 赛 的 过 程 可 看 做 马尔 可 夫 链 ， 我 们 考虑 -下 它 的 状 
态 空间 .如 果 用 АС 表示 A 在 取得 一 次 胜利 之 后 与 C 对 局 的 状 
Ж» 那么 在 还 没有 决 出 冠军 的 时 候 可 能 具有 的 状态 共有 АС,СВ,ВА 
ЕЖ. 另外， 我 们 还 用 A2.B2.C2 分 别 表 示 A,B,C 为 冠军 时 的 状 
Ж. 很 显然 ， 这 个 马尔 可 夫 链 具有 上 述 六 种 状态 且 其 转移 概率 矩 
阵 为 | 


АС СВ БА А? B? œ 


АС 0 r 0-1: 0 Q 

CB 0 0 4 0 0 1- 

BA р 0 0 0 ір 0 p (7.4) 
А? о 0 0 1 о о 

B? 0 0 0 0 1 0 

C2 0 0 0 0 0 1 


决 出 冠军 以 后 ， 这 个 过 程 也 就 宜 结 束 了 ， 这里， 需要 定义 所 有 P 
的 6x6 个 元 素 ， 比 如 由 于 到 达 A2 状态 以 后 ， 这 一 状态 将 持续 下 
E. AME А? 至 А2 的 转移 概率 为 1. 


例 7-3( 随 机 游 动 ， random walk) 考察 在 直线 的 等 间隔 分 布 
点 上 随机 游 动 的 质点 (ЖИН 7-1). 质点 所 处 的 位 置 被 称 为 “状态 ”， 
它 可 用 整数 表示 ， 如果 某 个 时 刻 质点 位 于 i, 则 下 一 步 质 点 将 以 概 
率 p 向 右 移 动 一 点 到 i 十 1, 以 概率 q 向 左 移 动 一 点 到 -1, 或 以 
概率 7+ = 1 一 pp 一 9 停 洁 在 原来 的 “状态 ”i 这 个 质点 的 运动 称 做 
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{ 一 维 ) Майға ЖЕН ТЕ ЕЕ ЖЕМІНЕ. іл 
在 直线 上 走动 ， 既 可 以 朝 两 方向 无 限 移动 ， 也 可 以 被 菜 一 方向 或 
两 方向 设置 的 “ 砍 ”挡住 而 不 能 维 续 前 进 . 质点 到 达 "ВЕ 7 > 
果 不 再 离开 ， 这 类 壁 被 称 为 HB Er (absorbing barrier), ЕЭ 
аж, жану 反射 壁 (reflecting barrier).? 比如 ， 所 有 状态 
的 集合 5-10,1,2,3,4,0 ЖЕҢ, а SER, 那么 转 物 概率 
矩阵 将 变 为 


01 2 3 4 
9 1 0 0 0 0 
1 q r p 0 8 (7.5) 
2 Оба r p 0 = P 
3 ооа r p 
4 0 0 0 w r 


ЖХ, g = 1—r' > 0 (n S g = 1, MAARE, 如 果 0 < Z < 1, 
则 为 不 完全 反射 壁 }， 


图 ?7-1 随机 游 动 


例 7-4 ( 换 灯泡 ) 某 工厂 安 有 1000 个 灯泡 ， 损 坏 的 灯泡 将 在 

月 末 集 中 替换 .根据 过 去 的 统计 ， 灯 泡 自 安装 以 后 的 寿命 (月 龄 ) 

如 表 7-1 所 示 . 即 灯泡 在 安装 以 后 第 一 个 月 内 的 损坏 率 为 3%, 第 
1 若 pygqr 随 1 发 生变 化 ， 则 变 成 更 吉 复 杂 的 随机 游 动 . 


2 移动 一 步 ， 反弹 回来 的 概率 为 1, 则 这 类 反射 壁 为 完全 反射 壁 ， 否 刚 为 不 
KERNE. 
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二 个 月 内 的 损坏 率 为 20%, 最 后 到 了 第 五 个 月 未 ,所 有 灯泡 都 会 损 
Ж. 


3 7-1 灯泡 的 替换 率 


经 过 月 数 1 2 3 4 5 
FRE 0.03 0.20 0.60 015 0.02 


考察 某 一 特定 场所 的 灯泡 ， 记 录 每 月 末 灯 泡 被 替换 后 的 月 龄 
(未 满 一 个 月 ， 则 按 一 个 月 计算 ), 那么 它 基 一 个 马尔 可 夫 链 . 其 状 
态 空间 S = {1,2,3,4,5}, 转移 概率 矩阵 


mga l о 0 


P2 Ü т 0 0 

р= |, 0 o Ф 0|, pi + q; = 1(1 < í < 4) (7.6) 
Ра 0 0 0 G ps =1 
p 0 0 0 O 


РЖ, RE piq 与 表 7-1 灯泡 替 撞 率 之 则 存在 的 以 下 关系 . 我 们 
ВЕ ИЦ p: qi- f 
Рі = 0.03 
qipa = 0.20 
9192рз = 0.60 
91929зра = 0.15 
41424з4аРе = 0.02 


7.1.2 ЕФ - 科 尔 英 哥 洛 夫 方 程式 (Chapman-Kolmogorov) 
我 们 知道 PG; j) 是 某 一 时 刻 nn 位 于 状态 i 的 马尔 可 夫 链 在 下 
一 时 刻 移动 到 状态 j 的 概率 . 现在 假定 X, = i, 然后 考虑 “下 下 个 
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时 刻 ”n 十 2 时 移动 到 状态 j 的 概率 
РБ = АХ. = i} 


为 了 算出 这 个 概率 , 我 们 需要 考察 它 在 e+ 1 时刻 所 处 的 状态 (如 
图 7-2). 那么 ， 根 据 全 概率 公式 . 


BP n n+l т--2 


图 7-2 


| PIX. +s = j|Xn = i = >` P{Xnti = k|Xn = š P[X,+2 
k€ S 


= )|X,,+1i = k} 
= Y Phi, k)P(k, j) (4.7) 
kes 


很 显然 , = (7.7) 的 右边 相当 于 大 se P Jl ËJ HE BE АО (z, 3) >ú 
ж. 同 理 ， 我 们 可 以 计算 三 步 及 三 步 以 上 的 转移 概率 ， 即 如 果 令 


Pi j) = PIX, +=] = ХА = š) (7.8) 


132 


为 矩阵 РС”) (m 步 转移 概率 矩阵 ，mr-step transition probability 
matrix) 的 (; J) 元 素 ， 则 对 于 任意 和 > 1, 


pim) = р" (7.9) 


特别 地 ， 宇 = 了 的 时 候 定 义 РОЈ) = 1, í # ¿j ЖЕМ 
P(0)(¿ ;) = 0, WA m= 0 的 时 候 式 (7.9) 仍然 成 立 ， 
HTE jm) 由 矩阵 前 性 质 


P” = РР"! 
故 由 式 【7.9) 
pim) = PO p(im-b (7.10) 
即 
Ре“, p = POG, kP- (k, j) (i,j Es) (7.11) 


kë S 


上 式 被 称 为 切 管 曼 - Е 3 J; iS K. 
问题 对 于 任意 mn > 0, 试 证 РОО 为 概率 矩阵 ， 


7.2 状态 的 分 类 及 其 性 质 


-7.2.1 等 价 类 

` 如果 对 于 状态 j FERET n o0, 使 得 РО), j) > 0, 则 称 
这 个 马尔 可 夫 链 自 状态 5 可 达 状 态 j(accessible), іс у i — j. А 
图 论 的 角度 ,我们 还 可 进行 如 下 解 妓 . 如 图 -3, 某 转移 图 (transition 
graph) 的 每 个 结 点 对 应 于 马尔 可 夫 链 的 每 个 状态 ， 从 某 个 结 点 
指向 另 一 个 结 点 7 了 的 有 向 边 对 应 于 满足 Plij) >0 的 所 有 状态 组 
合 (i, j). 如 果 图 中 存在 一 条 或 一 条 以 上 从 结 点 i 至 结 点 7 的 有 向 
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іб (oriented path), 我 们 称 自 状态 i 可 达 状 态 7 了. 这 里 ， 假定 自 某 一 
状态 总 可 达到 自身 状态 . 

如 果 自 状态 i 可 达 状 态 j(i — 8), RARER iG > i), 
Mp 状态 i 和 状态 j 相通 (communicate), 3Ë i жу í — 了 .在 有 向 图 
中 ， 它 意味 着 既 存 在 从 结 点 1 到 结 点 了 的 有 向 边 ， 也 存在 从 结 点 j 
到 结 点 + 的 有 向 边 . 我 们 容易 推出 下 面 定理 . 


定理 7-1 相通 关系 是 等 价 关系 (equivalence relationship). Ер 
它 满足 

(D) ( 自 反 律 ) ені 

(2) {对 称 律 ) шңіе), MWM j i. 

(3) (传递 律 ) штиіз-інНҙек, Ші А. 


利用 等 价 关 系 心 ,我们 可 以 把 所 有 状态 按 等 价 类 (唯一 地 ) 进 
行 划 分 . 任意 两 个 属于 同一 类 的 状态 之 间 是 相通 的 ， 任 意 两 个 属 
于 不 同类 的 状态 之 间 是 不 相通 的 (后 面 的 场合 ， 也 可 能 出 现 单 向 
可 达 的 情况 ). 当 所 有 状态 被 划分 为 同一 类 的 时 候 ， 我 们 称 此 马尔 
可 夫 链 是 既 约 的 (irreducible). 图 论 中 , 我 们 称 这 种 有 向 图 是 强 连 
В ЕЗ (strongly connected). 

例 7-5 图 7-3 给 出 了 网 7-3 随 机 游 动 的 有 向 图 (这里, r, > 0). 
{1,2,3,4} 是 一 个 等 价 类 ， {0} 是 另 一 个 等 价 类 - 


E Y 


图 7-3 ВЛ 3 m 


问题 ” 试 给 出 例 7-1 É BJ 7-2 马尔 可 夫 链 的 有 向 图 ， 并 将 其 状 
态 按 等 价 类 划分 . 


属于 同一 等 价 类 的 所 有 状态 有 许多 共通 的 性 质 . 下 面 讲 一 讲 
这 些 性 质 . 


7.2.2 周期 

满足 P) (; i) > 0 的 所 有 nn 之 1 的 整数 的 最 大 公约 数 被 称 为 
这 个 马尔 可 夫 链 的 关于 状态 i 的 周期 二 和 (如果 不 存在 这 样 的 n, 
W| E % dG) ОЛІ 的 状态 被 称 为 是 ЗЕ Е ИЯ А (aperiodic). 


定理 7-2 mẹ iej, M 4) = 20). 
这 个 定理 的 证 明 ， 参 照 习题 7? 的 问题 5. 


7.2.3 常 返 性 

马尔 可 夫 链 的 状态 ， 既 可 能 是 依 概 率 1 无 数 次 返回 和 的， 也 可 
能 不 是 这 样 的 . 比如 在 图 7-3 有 向 图 所 示 的 马尔 可 夫 链 中 ， 状 态 
0 属于 前 者 ， 状 态 1234 属于 后 者 . 下 面 ， 我 们 详细 考察 这 类 性 
质 . 

系统 首次 到 达 状 态 j 的 时 刻 na(> 1), 称 为 首次 进入 状态 j 的 
时 刻 (first passage time), 并 记 为 Т). ҢІ 

如 果 X, Z j Хе, Xn Ж j, X, = j, W| T; = n. 

如 果 对 于 所 有 n(n 1), 存在 Ха # j, 则 T; = оо. 
那么 ， 

Э) = P{D=nX0=i} (а>1) (7.12) 


宕 示 系 统 从 状态 出 发 首次 进入 状态 j 了 的 时 刻 为 n 的 概率 . 
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= Y Fn 人 人 {7.13) 


n=l 

表示 系统 从 状态 宇 出 发 进入 状态 了 的 概率 .! 

шЕЛ2) = 1, MERE 了 是 常 反 的 (recurrent)， 如 果 
Жа) < 1, MPRE j E: 非常 返 的 (nonrecurrent). 如 用 T; 表示 , M 
PUT; = оо|Хо= j} = 0 Ва E SE й; PIT; = оо| Хо = јр > 0 
的 时 候 是 非常 返 的 . 

хал PtD 人 信之 间 有 以 下 关系 

ве, = E FOG Р" ЮО, (4) 
К-і 


下 面 验证 上 式 . 0 
Pij) 是 Xo = i 条件 下 XX = 了 的 概率 ,而 事件 (X, = 
j|Xo = i) 可 以 表示 成 为 工 的 互 不 相 容 事件 之 和 : 


т 
(X, = Хо =i)= | ДХ =i Тре Хо = à 
к-і 


故 由 全 概率 公式 (1.21), 


P(X,, = j|Xo = i} = ` P(T; = k|Xo = š] P(X,, = j|T; = k, Xo = i} 


k=1 

= ` P(T; = k|Xo = Р(Х. = IX = j) 
k=1 

= У, POG, j) 


1 很 至 然 ， Y 相当 于 га» 下 同 . 
n=] „=l 
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这 里 的 证 明 方 法 ， 首先 是 把 事件 划分 为 T. 的 互 不 相 容 事件 之 
和 ， 然 后 通过 全 概率 公式 求 出 这 个 事件 的 概率 .今后 我 们 经 常用 
到 这 种 证 明 方 法 ， 现 简称 它 为 “ 停 时 方法 ". 

ШЕЛЛ ЖЕК, ШЕШІ 无 数 次 返回 状态 j; 如 
果 状 态 7 是 非常 返 的 ， 则 系统 依 概 率 0 无 数 次 返回 状态 j 直观 
地 ， 这 很 明显 ， 但 从 理论 上 我 们 需要 如 下 证 明 . 

用 随机 变量 N; 表示 n> 1 的 时 候 ， 系 统 进入 状态 j 的 次 数 ， 
并 令 

glij) = P(N; = eo|Xo = i) (7.15) 

根据 “ 停 时 方法 ” 


РІМ, > n| Xo= i PT, = tXo = ОРАМ; > n|T; = k, Xo = i} 
i 


бе = k| Xo = ӘРІМ; > пх. = i} 
= 2 Pi = k| Xo = РМ > n — Xo = ;) 
=f аны >n Xo = j) (7.16) 


反复 使 用 上 式 ， 最 后 可 推出 
PIN; > n|Xo = i) =fG,j)(fG_3)) РМ > ХО = j} 
= HOI"! (n > 1) (7.17) 
两 边 取 极 限 ， 
alij) = fG,j) lim (Ор! (7.18) 
这 里 ， 令 := 了 ， 


Ж ЈАЖЕ, MFG j) = 1) gü,j) =1 
如 果 j 是 非常 返 的 , WFG i) <1) ө 907,3) =0 
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由 于 马尔 柯 去 链 的 构造 是 由 转移 概率 矩阵 P 决定 的 ， 所 以 我 
们 可 以 直接 通过 P 的 元 素 判 定 某 一 状态 是 否 常 返 . 关于 它 ， 有 以 
下 定理 . 


定理 7-3 状态 j 常 返 的 充 要 条 件 是 


У; РО) = оо (7.19) 


n=l 


证 明 首先 引入 随机 变量 2,, 使 得 在 Xo = i 的 条 件 下 如 果 
Xn 二 了 则 其 取 值 为 1, 否则 其 取 什 为 0. 那么 У72, 相当 于 从 状 
п=1 
Ai 出 发 的 系统 到 达 状 态 了 的 次 数 . 由 于 
如 [> Za) = У E[Z,] =Y ` P(Z, =1) = УР) (7.20) 
n=l =] n=l 


т-1 


我 们 知道 式 (7.19) 的 条 件 表示 从 状态 了 出 发 的 系统 返回 状态 了 的 
次 数 的 数学 期 望 为 无 穷 大 . 另 一 方面 从 式 (7.17) 及 定理 3-2 的 推 
论 ， 我 们 还 知道 


н> 2,1 = У РІМ; > k|Xo = š) 


n=l 


=fG,j) 9 Р 1 (7.21) 
k=i 


EEA (7.20) 及 式 (7.21) 中 令 宇 = 了 人 恒 可 以 推出 
fG.j) = 1 等 同 于 У РОЈ) = оо. 


ті 


138 


这 个 定理 告诉 我 们 常 返 性 是 等 价 类 所 特有 的 性 质 . T 


Ебі 同一 等 价 类 的 所 有 状态 , 或 者 全 部 是 常 返 的 , 或 者 全 
部 是 非常 返 的 . 


证 朋 如 果 我 们 能 够 从 宇 人 了 玉 УР, = co 推出 


таші 


22Ре70,) = оо 即 可 . 
Tt 一 】 


шжіеі ШАТЕН ТІР 1, n > 1 使 得 РӘ( i) > 0, 
Р) (2,3) > 0. 由 转移 概率 的 概念 容易 推出 不 等 式 


Pltm+m) (7, 站 > POG, HP P, 3) {m = 1,2,---) 
即 


> PUtmtn j) > POG A > рО, DJP (i j) 
m=1 


mm 二 1 
TE. Шт: 是 常 返 的 ， 则 其 右边 为 co , 左边 也 为 oo, BH 了 是 常 返 
的 . 

推论 2 如 果 状 态 了 是 非常 返 的 ， 则 对 于 任意 状态 了 E S, 


lim P™ {i j) = 0 (7.22) 


证 明 因为 0< fG.j) < 1, йі: (7.20) R (7.21) 


> РФ, = т < со (7.23) 


1 Ak, 今后 我 们 可 以 说 “等 价 类 是 常 返 的 (653 Жа пу)”. 
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即 式 (7.22) 成 立 . 

例 7-6( 随 机 游 动 ; ЖЖ) 在 例 7-3 随机 游 动 中 ， 我 们 考虑 质 
点 可 向 左右 两 方向 无 限 移动 且 *+ = 0, 即 质点 在 一 次 移动 中 必然 要 
走 到 左右 相 邻 的 某 一 状态 的 情 视 , 很 显然 ,如果 p> 0,9 > 0, 则 这 
个 系统 是 婚约 的 ， 现在， 考察 状态 0 的 常 返 性 ， 


很 明显 ， 
РФһз1)0,0)-0 (n=0,1,2,3,..-) 
2n 2п)! 
РФ "хо, 0) = N ) рд = 人 png (а--1,2,3,..;) 
由 斯 特 林 公式 ， (Stirling formula) 
n) — vmn ti e” I 


ppm00.0 ~ 907 


这 里 ， 等 号 仅 在 4p9 <1,р-4- 172 的 情况 下 成 立 . 
TA, 5HR p = q = 1/2 的 情况 下 ， 


s P 0) (0,0) = оо 


тші 

即 这 个 系统 是 常 返 的 . 

同 理 , 二 维 空间 格子 点 上 对 称 的 随机 游 动 {在 每 一 次 移动 中 走 
到 相 邻 四 个 格子 点 的 概率 均 为 1/4) 所 对 应 的 系统 也 是 常 返 的 . 但 
对 于 三 维 空间 来 讲 ， 对 称 的 随机 游 动 则 是 非常 返 的 ， 即 质点 离开 
某 一 点 后 不 再 返回 这 一 点 的 概率 是 正 的 . 

定理 7-3 描述 了 同一 等 价 类 状态 之 间 的 关系 ， 下 面 讲 一 讲 不 
同等 价 类 状态 之 间 的 关系 . 


ЖХ 用 局 来 表示 马尔 可 夫 链 的 任意 非 空 状态 集合 . 当 从 任 
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意 属 于 C 的 状态 都 不 能 到 达 某 一 不 属于 CC 的 状态 的 时 候 ， 我 们 
称 集合 局 是 ВАЎ ( closed). 


定理 了 -4 常 返 的 等 价 类 是 闭 的 . 


证 明 设 i 是 常 返 的 状态 7 是 任意 从 i 可 达 的 状态 MAR 
, 态 主 出 发 不 返回 守 而 到达 了 的 概率 为 p. 又 在 到 达 j 的 条 件 下 不 返 
加 的 概率 为 工 - f(5 训 而 从 状态 宇 出 发 不 返回 守 的 概率 满足 不 
等 式 


1- JG i) 2 pl- JG, y > 0 
由 于 i 是 常 返 的 , MAL- fi = 心 , 又 由 于 p > 0, 所 以 Қ9,4) = 1, 
最 后 我 们 得 到 j 了 一 i 即 了 与 二 属于 同一 等 价 类 - 
推论 如 果 守 和 了 属于 同一 常 返 的 等 价 类 ， 则 
ЖА) = glij) = 1 (7.24) 
证 明 在 式 (7.16) 的 两 边 取 极限 ， 则 
gli i) = fG ijo i) (7.25) 
再 由 定理 7-4 的 证 明 恒 可 推出 结论 . 
平均 到 达 时 间 (mean first passage time), 平均 返回 时 间 (mean 


recurrence time) ӘЛІН mli j) ERARE + 出 发 首次 到 达 状 态 
了 的 系统 所 经 历时 间 的 数学 期 望 ， 即 如 果 PT; < оо|Хо = š) = 1, 


L 注意 这 里 所 讲 的 闭 的 概念 与 一 般 生活 中 闭 的 概念 的 区 别 ， 即 从 C 的 外 
部 进入 C 刀 是 可 能 的 ， 比 如 我 们 可 以 想象 抓 耗 子 的 竹刀 器 . 
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出 
m(i j) = 3 nP{T; = "Хо = š) 
n=l 


= У nfi, j) (7.26) 
n=1 
EN 
m(i, 3) = co (7.27) 


一 般 地 ， m(;,;) КИК АЖ) Во 平均 到 达 时 间 . 特别 
Ж, т(Ь,2) 称 做 状态 7 的 平均 收回 时 间 . 

如 果 状 态 了 是 非常 返 的 ， 则 因为 Р(1; = oo|Xo = j) > 0, t 
m(J,3) = eo. 如 果 状 态 了 是 常 返 的 , 则 P{T = оо Xo = j} = 0, B £: 
(7.26) КЕНЕТТЕН EB BJ, 也 可 能 是 无 限 的 . 如 果 (7,3) < ос, 
则 状态 了 是 正常 返 的 (positive recurrent), 如 果 m{j, j) = оо, 则 状 
态 了 是 零 常 返 的 (null recurrent)! 这 里 ， 我 们 给 出 以 下 定理 . 


定理 7-5 (1) 属于 同一 常 返 等 价 类 的 状态 或 者 都 是 正常 返 
的 ， 或 者 都 是 零 常 返 的 . 

(2) 如 果 属 于 某 一 常 返 等 价 类 的 状态 个 数 是 有 限 的 , 则 这 个 等 
价 类 是 正常 返 的 . 


平均 到 达 时 间 ， 平 均 捞 回 了 时 间 的 计算 方法 根据 定义 式 
(7.27), 我 们 可 能 不 易 算出 mE JE Aj) АЙ mj) ЕН. ам 
利用 下 面 的 式 (7.28) 会 方便 得 多- 

考 让 从 状态 i 出 发 到 达 状 态 7 的 过 程 中 ， 第 一 步 将 转移 到 哪 


і ЧЕ” “Ф YET maj) КЕ. W 1/m(3i,3), 正如 后 面 所 讲 ， 
是 指 系统 状态 在 很 长 一 段 时 间 内 处 于 其 态 j 的 比率 的 数学 期 望 . 
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一 状态 ， 即 


m(i, j) =P(i,j) x 1 + УУ POKRI + m(k,j)) 
kj 


=1 + Y P(š, k)m(k, j) (7.28) 
кај 

固定 六 式 (7.28) EEA т(,065-О0р 的 联 立 方程 式 . 此 外 ， 
WRG š = j, WJ zÉ (7.28) 将 变 为 平均 常 返 时 间 的 计算 公式 ， 

B 7-7( 随 机 游 动 下 面 考虑 图 7-4 所 示 转 移 概率 在 非 负 整 数 
全 体 13 = 0,1,2,…} 上 的 随机 游 动 . 这 里 ，0 <p=1-9<1. 从 
图 中 可 以 看 出 所 有 状态 是 相通 的 ， 即 属于 同一 等 价 类 . 此 外 ， 如 
E. q > p, 则 是 常 返 的 ， 如 果 q < p, 则 是 非常 返 的 . 现在 我 们 考虑 
在 常 返 的 情况 下 ， 它 是 正常 返 的 还 是 零 常 返 ， 


p 


p ІМ p 
Ое му ха... К р: 
L SE EE a E © (ені) seee 
ee а er e la 
< 4 


4 4 4 


图 7-4 非 负 整 数 全 体 随 机 游 动 的 转移 概率 
在 式 (7.28) 中 ， 令 了 二 3 二 1,2,…, 则 我 们 可 以 得 到 有 关 状 
Z= i 到 状态 7 了 = 0 平均 到 达 时 间 m(i,0) 的 联 立方 程式 . 


m(1,0) =1 + pm(2,0) (7.29а) 
т(4,0) =1 + pm(i + 1,0) + алЦі- 1,0) (і>2) (7.29) 


式 (7.29Ь) 是 т(2,0)( > 1) 的 二 阶 差分 方程 ,我们 可 以 借助 
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于 善 分 方程 的 一 般 解 法 去 解 它 l. 式 (7.2295) 的 特征 方程 式 为 
А= р^? +g 


区 了 十 和 一 1 所 以 其 特征 根 为 Ai = 1 Е А = 9/р. ЙК Ау 5 Xo 的 
.时候 (BU р < q), = (7.29Ъ) 的 解 为 


”(1,0) = AM + ВА + C; = А + B(a/p)' + С; (7.30) 
Ar = À> ВЕ (BP р = q), 5 (7.295) 的 解 为 
т(4,0) = (А + Ве) + CI = A! + B'i + С! (7.31) 


RE, А.В, А,В 是 不 依赖 于 ; НЖЖ, С.С 是 式 (7.29b) 的 特 
R. 

特 解 的 求法 与 微分 方程 式 的 情况 一 样 ， 即 依次 令 m(i,0) 为 党 
数 ， 一 次 式 ， 二 次 式 ，…, 并 把 它 代 入 到 式 (7.29b) 中 去 ， 求 出 其 
的 解 即 可 ， 于 是 ， 

如 果 p < 我们 可 以 求 出 特 解 。Ci 一 
mm p= q 我 们 可 以 求 出 特 解 C=- 


这 里 A, B 等 常数 ， 可 如 下 求 出 . 

式 (7.29a) 相当 于 在 式 (7.29b) P$ i= 1,m(0,0) = 0. 如果 
+ 二 0 的 时 候 , xü (7.30) 8 (7.31) 的 右边 取 值 为 0, 那么 式 (7.29a) 
的 条 件 可 看 做 是 式 (7.29b) 的 边界 条 件 ， TE, p< q 的 时 候 ， 
B = -А;р= 9 И, А = 0, 其 解 变 为 
АҶ{1 – (g/p)'} + i/a- pP} (р < 9) (7.32а) 
B'i — 42 (р = 9) (7.32Ь) 

t 62:38) Маже. 不 了 解 差分 方程 论 的 读者 可 参 

恨 徽 分 方程 论 去 思考 . 


т(,0) = { 
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下 面 考察 一 下 4 的 取 值 . 从 图 中 我 们 看 出 p FO, 4 趋 近 于 1 
ВОГ, mti,0) 趋 近 于 i 可 是 在 式 (7.32a) F, ШЖШ A 70,04 
т(%,0) 的 取 值 将 无 限 远离 i. 因此 ， 4 只 能 等 于 0. 另 一 方面 ， 如 
ЖБ 的 值 为 有 限 ， 则 在 式 (7.32b) 中 令 守 为 无 穷 大 的 时 候 ， (2,0) 
将 变 为 负 值 . ЖЫ, B 也 只 能 等 于 оо. 于 是 ， 

¿/(g—p) (p<g) (7.33а) 
со (p=q) (і>і) (7.335) 


EA (7.28) += j = 0, 我 们 得 到 


m(i, 0) = { 


пы0,0) = 1 + pm(1,0) 


再 根据 上 面 结 果 ， 我 们 得 到 状态 0 的 平均 返回 时 间 
4/ір-4) (р<4) (7.34а) 
со (р= 4) (7.345) 


很 显然 ，p <q 的 时 候 ， 这 个 系统 是 正常 返 的 ，p = 9 的 时 候 ， 这 
个 系统 是 零 常 返 的 . 


m(0, 0) = { 


7.3 吸收 概率 和 平均 吸收 时 间 


7.3.1 吸收 概率 

对 于 同时 存在 常 返 状 态 和 非常 返 状 态 的 马尔 可 夫 链 ， 我 们 感 
兴趣 的 是 从 特定 的 非常 返 状态 i 出 发 到 达 特 定 的 常 返 状态 j 的 概 
Ж. 这 个 概率 可 被 看 作 是 从 状态 i 出 发 的 系统 被 状态 ; 所 属 的 等 
价 类 “吸收 ”的 概率 ， 它 可 通过 下 面 的 联 立 方程 式 求 出 . 

fGj)= 5 PG,k)+ YO PG REI бет) (7.35) 


кесу кет 
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这 里 ， C 是 状态 了 了 所属 的 常 返 的 等 价 类 ， 工 是 非常 返 的 
状态 集合 . 下 面 验证 此 式 . 假定 从 状态 i 出 发 的 系统 转移 一 步 以 
后 和 到达 状 态 k, Ш] 

fG,j) =Y PO, k)f (k, j) 


кез 


= >  P(šk)/(k,j) + УРО, К) (К, j) 


кесі кет 
+ > РА), 3) 
ке5-СҮр-Тт 

шекесі) HJ f(k,j) = 10E (7-4) 的 推论 } 

MU E k e S-— С(3) — T', WJ f(k,j) = 0 (s (7-4). 
由 此 我 们 推出 式 (7.35). 

BD 7-8 在 例 7-2 的 图 棋 赛 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 每 个 人 获得 冠 
年 的 概率 . ГЕК А 获 冠 军 的 概率 . 这 时 ， 式 (7.35) 中 的 了 
相当 于 状态 A2, C(j) 也 相当 于 状态 A? Ж, T = (AC .CB,BA). 
因而 式 (7.35) 相当 于 联 立 方程 式 

ҚАС,АЗ)- (1-r)+rf(CB,A2) 
f(CB,A?) = qf (BA,A?) 
f(BA,A2) = pf(AC,A2) 
解 之 ， 即 得 到 了 А 获 冠 军 的 概率 
— T 


1 
31 — 
FACA?) = т. 


问题 试 求 B,C 获 冠 军 的 概率 . 


7.32 有 限 马 尔 可 夫 链 (inite Markov chain) 的 平均 吸收 时 间 
下 面 考察 状态 集合 S 有 限 的 马尔 可 夫 链 ， 对 于 S 来 讲 ， 了 
表示 非常 返 的 状态 集合 (BET AFERA. 因为 在 有 限 马 尔 可 
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夫 链 中 至 少 存在 一 个 常 返 的 状态 ， 所 以 5 一 工 也 为 非 空 集合 ). 此 
外 ，mm{ 人 表示 从 状态 < 出 发 首次 到 达 属 于 S- 工 的 某 状态 时 
所 经 历时 间 的 均值 ， 我 们 把 它 记 做 平均 吸收 时 间 (mean time to 
absorption). 48:% (7.28), m(i) WETH 
m(i) = 1 + > Phi, тб) (7.36) 
JET 
如 果 用 矩阵 和 向 重 表示 ， 则 
m=1+Qm (7.37) 


这 里 ， 列 向 量 m RE miie T), P| BJ 1 ËJ PT 3 pu 35 AE 1, 
Q 是 转移 矩阵 P 中 除去 工 状态 对 应 的 行 和 列 得 到 的 矩阵 ， 即 如 
果 用 从 小 到 大 的 标号 去 标记 属于 了 的 状态 和 不 属于 T 的 状态 ， 
那么 Р 可 写成 
Т 5-Т 
T QIR ДА 

ЕГЕРДЕ 
的 形式 ， 这里， 矩阵 U ЕЛЖАН АЖА 5-Т > j| Е $ 
概率 ,矩阵 R 表示 从 非常 返 的 状态 转移 到 常 返 状态 的 概率 . 很 显 
然 ， 我 们 容易 推出 P B пЗ 


”: i R, 

к-ші) 

LO: 28 
(根据 数学 归纳 法 ). 这 里 ， Q" 与 U" 分 别 表示 Q U 的 n 7 
而 R, 则 不 表示 R 的 n 乘 而 是 一 个 与 Q 及 U 有 关 的 量 . ші 
和 了 是 非常 返 的 状态 ， 则 正如 定理 7-3 推论 2 所 证 ， 
S 0") = > қығы 

中 一 上 


ті 


(7. 38) 


14? 


将 会 收 敦 ， 因 而， 如 果 假 定 了 和 Q 为 大 小 相同 的 单位 矩阵 ， 则 存 
在 了 一 Q@ юр NV, 使 得 


N=(1-Q l=I+Q+Q +Q +... (7.39) 


N 有 时 也 被 称 为 有 限 马 尔 可 去 链 的 Æ Mi 4E Pf (fundamental matrix). 
最 后 ， 我 们 得 到 式 (737) 的 解 
m= №1 (7.40) 


例 7-3 在 例 7-2 Ф, 我 们 求 一 求 直 至 决 出 冠军 为 止 所 进行 比 
赛 次 数 的 数学 期 望 ， 这 里 ， T = {АС,СВ,ВА} = {1,2,3}, 


0 = O 
Q= |0 0 g 
p 0 O 


т(1) = 1 + rm{2) 
m(2) = 1 + qm(3) 
m(3) = 1 + p(m(1) 


于 是 ， 对 应 于 式 (7.37)， 


RZ, 
l+r+rg 


1-- pgr 

这 一 题 ， 通过 МІЯ m(1) 并 非 上 策 ， 但 正如 后 面 所 述 ， 一 
ЖЖМ 也 还 要 用 在 其 它 方面 ， 故 不 妨 用 它 来 算 算 看 ,根据 矩阵 
的 性 质 ， 


míl) = 
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于 是 


-хеға-е-е9- Жо” (I+ Q + Q°) 


n=0 
1 sort t Q + Q°) 


这 里 ， 
1 т rg 
а 1 i 


p pr 1 


74 转移 概率 的 极限 定理 


正如 定理 7-3 的 推论 2 所 述 ， 如 果 状 态 7 是 非常 返 的 ， 则 对 
FERES, nome, РОЛ) — 0. 但 如 果 状 态 7 是 常 
ж, POG 却 不 一 定 收 襄 于 某 一 极限 . 下 面 的 定理 ,叙述 了 
n — оо 时 РОД, 的 变化 情况 及 它 与 状态 j 的 平均 返回 时 间 的 
КЖ. 这 部 分 内 容 在 下 一 节 的 讨论 中 将 起 重要 作用 . 


定理 7-6 ”如果 状 态 了 是 正常 返 的 ， 则 


lim 二 i D POG,D) = = (7.41) 


下 一 oo n 二 


ша 一 93 РО (2.3) =f(i, j) х 


(WT IE іє 5) (7.42) 


1 

т(),) 

如 果 状 态 了 是 零 常 返 的 ， 则 对 于 任意 守 
im РЫ = 0 (7.43) 
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这 里 , 我 们 省 略 定理 的 详细 证 明 , 下 面 简 单 地 通过 再 生 过 程 理 
论 理解 这 个 定理 . 把 离散 时 间 的 系统 看 作 连 续 时 间 的 再 生 过 程 , 把 
系统 在 时 刻 nn 所 处 的 状态 上 (Xn = k) 看 作 在 时 间 n <t<nt1 再 生 
过 程 处 于 状态 . 另外 ， 把 系统 进入 状态 j 的 时 刻 看 作 再 生 过 程 中 
的 再 生 点 ,并 在 这 一 再 生 过 程 (N(0);t > 0) 中 , 令 ENE] = m(t). 

正如 [定理 7-3] 证 明 所 述 ， > ` POOG) ARMARE J hR 


f=1 


系统 ， 在 名 步 以 内 返回 状态 7 所 需 转 殉 次 数 的 数学 期 望 . 于 是 


lim 15 POG, j) = lim TO 
aZ POG) = im — 


п— cx 


最 后 根据 再 生 过 程 的 极限 公式 (6.19) 得 到 式 (7.41). 
下 面 再 考察 式 (7.42). йі, R, = 》, POI 表示 从 


I=1 
Xo = 出 发 的 系统 ， 在 后 步 以 内 返回 状态 了 所 需 转 移 次 数 的 数学 
WE. 则 系统 首次 进入 状态 了 所 需 时 间 Ту 有 限 的 时 候 (其 概率 为 
Қ.) 根据 第 六 章 有 关 (一 般 再 生 过 程 的 内 容 )，lim R, 相当 于 
Jim m(t)jt. 又 由 于 T; = co 的 时 候 ， Іш R, = 0. 所 以 式 (7.42) 
成 立 . 最 后 在 式 (6.22) 中 令 u= mj) = oo , 我们 可 能 得 到 式 
(7.43). 


7.5 平稳 分 布 和 极限 分 布 


这 一 节 我 们 将 讨论 经 过 很 长 一 段 时 间 以 后 ， 系 统 状 态 概 率 分 
布 的 变化 趋势 . 首先 ， 重 新 回顾 一 下 换 灯 泡 问 题 ( 例 7-4). 
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Н 7-10 ( 换 灯泡 ; 继续 ) 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 算 阵 ， 


а 0 9 8 
Ф 09 9 
gs 0 (7.44) 
0 0 y 
0 59 0 


[== бо 
о 


ps 


我 们 用 ә) 表示 自 观 测 开 始 到 第 m q H FEF 2 БАРК 
i 的 灯泡 个 数 的 数学 期 望 ， 那 么 


Vall) = pina-i(1) +pavn-1(2) -ЕраФа-і(8) +pavn-1(4) + psvn—1(5) 
vn (2) = фта-1(1) 

vn(3) = 22%һ-1(2) 

(4) = 4з%а-1(3) 


ua (5) = 94%ъ-1(4) 
(7.45) 


再 用 行 向 量 у, 表示 上 式 左边 出 现 的 5 个 数学 期 望 , 则 式 (7.65) 
可 简写 成 
vn = Yn- FP (а 1) (7.46) 


如 果 知 道 初始 条 件 vo, BII E A R F i at T E A A SAT E 
个 数 ， 则 可 通过 式 (7.45) аб (7.46) 依次 求 出 ， payuz，… 

表 7-2 给 出 了 两 种 初始 条 件 下 的 一 部 分 计算 结果 - 从 这 个 表 
可 以 看 出 ， 初 始 条 件 的 影响 将 和 逐渐 变 弱 ， 且 它 慢 怪 逼 近 同 一 月 龄 
分 布 . 一 般 地 , КЕННЕТ КЕРН ЖЕН, ЕШ 
近 同 一 月 龄 分 布 , 义 由 于 灯泡 总 数 恒 为 1000 4-, 所 以 o,(š)/1000 
相当 于 最 初 (n = 0 时) 选 定 的 任 一 场所 的 灯泡 在 第 个 月 的 月 末 
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Ж 7-2 灯泡 月 龄 分 布 (数学 期 望 ) ”灯泡 月 龄 分 布 (数学 期 望 ) 


的 变 北 (其 1). 的 变化 (其 2) 


ee 
f Pnl) Pal) ға (9) >ң(4) va(S2> " Сі) ED уҺ(9) ин (4) ув (5) 


0 1000 о-о 0 0 0 500 300 200 о о 
1 3 9 o о о 1 93 485 28 М4 д 
2 201 29 770 9 0 2 32 228 385 53 5 
8 812 195 23 0 0 з 408 322 19 85 6 
4 226 594 155 5 20 4 299 996 255 40 10 
5 274 29 al 34 1 S 334 290 84 58 5 
б 452 26 14 14 4 6 559 94 291 69 7 
т 300 498 211 39 12 Т 325 358 257 5 8 
з 30 91 948 47 4 8 337 316 24 57 8 
9 9596 301 291 77 65 9 353 327 250 684 7 
10 327 374 289 51 9 10 8% 342 2680 55 7 
1 327 317 297 53 6 11 339 325 22 57 7 
12 559 317 252 486 6 12 96 329 258 60 7 
13 336 34 252 56 8 18 339 338 281 57 7 
14 335 326 27 56 6 М4 30 529 266 58 7 
15 М8 325 259 61 7 15 53 330 261 59 7? 
16 340 3598 258 57 7 16 340 333 22 58 7 
17 3938 930 268 57 7 17 34 99 2644 58 7 
18 34 828 262 59 7 1 52 31 262 58 7 
19 34 54 261 58 7 19 34 332 22 58 7 
20 340 331 265 57 7 20 341 391 268 5% 7 
21 3942 330 262 59 7 21 342 331 282 58 7 

341 392 262 68 7 22 341 331 268 58 7 
23 341 331 264 58 7 23 Ml 381 268 %8 7 
24 302 330 263 58 7 24а 341 331 288 58 7 
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处 于 状态 i 的 概率 . 上 述 事 实 表 明 这 个 马尔 可 夫 链 在 时 刻 n 的 时 
候 所 处 状态 的 概率 分 布 将 收 襄 于 一 定 的 极限 . 

一 般 地 ， 如 果 信 马尔 可 夫 链 的 状态 矩阵 为 P, 在 时 刻 上 处 于 状 
EKRE mali), 并 令 m, -(т,(1),тл(2)--.). 则 仿 式 (7.46), 


Тас Rn- P (m > 1) (7.47) 
最 后 ， 反 复 利 用 式 (7.47) 
т, = mP" | (7.48) 


(我 们 知道 ” 步 转移 概率 矩阵 可 由 P" 给 出 ， 上 式 可 由 此 直接 给 
出 ). 当 n 趋 近 于 无 穷 大 的 时 候 ， 如 果 假 定 rn 趋 近 于 与 ro 无 关 的 
极限 分 布 (用 = 记 之 ), 则 根据 式 (7.47), 


л-лР (7.49) 


并 称 之 为 平衡 方程 式 (equilibrium equation). 此 外 ， 式 (7.48) 的 Р" 
收 敏 于 一 定 的 极限 ， 令 其 极限 为 P S) mi 


т = wo Pte) (7.50) 


最 后 ， 无 论 ro 取 何 值 ， 为 了 使 式 (7.50) му, P 同一 列 的 所 
有 元 素 应 相等 Вр 


(7.51) 


根据 式 (7.50) RA (7.51), 我 们 可 以 推出 РО 第 ; FÚ 85 о; 
与 不 的 第 了 项 r( 相等 BB 


п = (21,02, :--) (7.52) 
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换 灯 泡 的 例子 中 , 以 精确 到 小 数 点 后 5 位 数 的 精度 去 算 P2 P4 рз, 
P,P, 则 我 们 清楚 地 看 到 将 逼近 式 (7.51), 如 果 在 各 判 的 取信 
ЕЖ 1000, 则 我 们 还 可 以 看 到 它 于 表 7-2 最 后 一 行 的 取 值 基本 
一 致 . 


如 果 存 在 满足 平衡 方程 式 (7.49) 的 摄 率 分 布 , 则 我 们 称 是 这 
个 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 (stationary distribution). 34h, n — co 
ӨНЕ, ЖЕР" 趋 近 于 形 如 式 (7.51) 的 极限 形式 , 则 称 (vi, ta,…) 
是 这 个 马尔 可 去 链 的 RM S (long-run distribution). 从 上 面 的 
讨论 我 们 清楚 地 看 到 ， 如 果 某 个 马尔 可 夫 链 存在 极限 分 布 ， 则 这 
个 极限 分 布 也 是 它 的 平稳 分 布 ， 但 正如 下 面 例子 所 述 ， 即使 存在 
平稳 分 布 ， 却 不 一 定 存在 极限 分布 . 
例 7-11( 周 期 性 马尔 可 夫 链 ) (periodic Markov chain) 下 面 考 
虚 只 有 两 个 状态 且 转 移 机 率 矩 阵 为 ) 
P= Ë al 
1 0 
的 马尔 可 夫 链 - 这 个 系统 的 周期 为 2, Н P? = 了 (单位 和 矩阵) 如果 
n RE, W P= Р, 如果 1 是 偶数 ， 则 P= r, EB Ë + 2 + 
某 一 极限 . (B x = (0.5,0.5) 却 是 一 个 满足 平衡 方程 式 (7.49) 的 概 
率 分 布 . 可 见 ， 这 个 马尔 可 夫 链 昌 然 不 存在 极限 分 布 ， 但 存在 平 
稳 分 布 . 
下 面 ， 考察 一 下 平稳 分 布 及 极限 分 布 存 在 的 条 件 . 
Ел, mE 满足 平生 方程 式 (7.49), 则 对 于 任意 >, CEWE 


r = =P” (7.53) 


如 果 妆 态 了 是 非常 返 的 或 是 零 常 返 的 ， 则 由 定理 7.3 的 推论 
1 及 定理 7?-6, 对 于 任意 的 i 部 有 PE 5) — 0( 当 n — oo 的 时 候 )， 


154 


所 以 满足 式 (7.53) 的 天 的 第 了 元 素 m(j) 为 0. 也 就 是 说 , 当 马 尔 训 
夫 链 的 所 有 状态 都 是 非常 返 的 或 零 常 返 的 情况 下 ， 满 足 式 (7.53) 
的 不 只 能 是 z=0. 因为 这 时 不 存在 平稳 分 布 ， 所 以 也 不 存在 极限 
分 布 . 下 面 考虑 存在 正常 返 状 态 时 的 情况 ， 

马尔 可 夫 链 的 状态 集合 S 由 正常 返 的 状态 集合 及 其 它 
状态 集合 S, 构成 ， 我们 先 把 所 有 属于 S, 的 状态 排 在 那些 属于 
S, 的 状态 的 前 面 ， 则 得 到 如 下 转移 概率 矩阵 (因为 正常 返 的 等 
价 类 都 是 闭 的 ， 所 以 即使 存在 多 个 这 样 的 等 价 类 ， S, 仍 是 闭 的 ). 

S, Р, | 0 
"karaa 7.50 

这 里 ， P, 表示 属于 S, 的 状态 之 同 的 转移 关系 ， 且 它 自己 
构成 一 个 转移 概率 答 阵 ， 在 式 (754) 中 我 们 把 P 分 成 了 几 个 部 
分 ， 相 应 地 ， 我们 把 r BHR (mir) 的 形式 ， 则 根据 平衡 方程 
式 (7.49), 有 


m= MPi t mg 
по = лән 
这 时 ， 由 于 rz = 0, 所 以 


mi = ТАР, 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 当 马 尔 可 夫 链 中 存在 非常 返 状 态 的 时 候 ， 
只 要 考察 除去 这 些 状态 以 后 所 得 到 的 系统 的 平衡 方程 式 即 可 了 . 
所 以 此 后 ， 我 们 暂时 只 考察 由 正常 返 状 态 构成 的 马尔 可 夫 链 ， 
因为 所 有 正常 返 的 等 价 类 都 是 闭 和 的 ， 所 以 当 某 个 马尔 可 夫 链 
中 含有 两 个 慢 两 个 以 上 等 价 类 的 时 候 ， 系 统 的 转移 概率 矩阵 
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Р, 0 ! 0… 


i 


p= 0 P 0 (0.59 


RE, Pi, Po 表示 每 各 等 价 类 的 转移 概率 矩阵 ， 相 应 地 ， 当 
#4 (m = тато …) 以 后 ,平衡 方程 式 (7.49) 可 依 等 价 类 写 
成 ` 
mi = MPi, na = Nga Pa, (7.56) 

的 形式 . 

如 果 假 定式 (7.56) 的 各 方程 式 是 相互 独立 的 平衡 方程 式 ， 且 
假定 存在 满足 这 些 平 衡 方程 式 的 平稳 概率 分 布 为 m,m, 那么 
当 wwo 为 非 负 且 其 和 为 1 的 时 候 | 


Tu = (олту | wmz `) (7.57) 


成 为 转移 概率 矩阵 P 的 平稳 概率 分 布 . | 

综 上 ， 某 一 马尔 可 夫 链 是 否 存在 平稳 概率 分 布 的 问题 可 以 归 
结 到 由 一 个 正常 返 的 ( 既 约 的 ) 等 价 类 构成 的 马尔 可 夫 链 是 否 存在 
平稳 分 布 这 样 一 个 问题 . 很 显然 ， 如 果菜 一 马尔 可 夫 链 具有 两 个 
及 两 个 以 上 的 等 价 类 ， 则 肯定 不 会 存在 极限 分 布 . 
这 是 因为 


E T E сеелазвана 


PP ате 
aI... 


而 如 果 假 定 Р" 通 近 形 如 式 (7.51) 的 极限 РОСО 则 P°° 只 能 等 于 
0. 
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下 面 考虑 只 存在 正常 返 状 态 的 既 约 马尔 可 夫 链 ， 并 令 其 转移 
ШЖ P. 因为 对 于 任意 两 个 状态 i 和 j, 都 存在 Д)) = 1, 
故 由 定理 7-6 


«йт Im 1 зі (2,3) = GD 7 (7.58) 


定理 7-7 v= (0(1),0(2), 0 是 正常 返 的 既 约 马尔 可 夫 链 的 
平稳 分 布 ， 且 此 外 不 存在 其 它 平稳 分 布 - 


证 明 对 于 所 有 j, 003) = 1/m(i3) > 0, B 
20) =>. N lim ЖӘН ij) 
> 
= dim ly 5 po, 2) 


л 368 


RA, v= (v01),v(2),…-) 是 概 率 分 布 . 再 由 
DPG = іш, LSO POG I PGE) 


165 і=1 
= lim = PDD i)P(, k) 
1 jE 


= ү 二 人 十 1 rs 
-PA 


= lim HEr, k) 一 Р(,50) 


п-+оо т + 
=%(ҝ) 
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v 是 平衡 方程 式 (7.49) 的 解 ， 即 v 是 平稳 分 布 . 
下 面 证 明 除 。 之 外 不 存在 其 它 平稳 分 布 .因为 平稳 分 布 z 满 
足 式 (7.53), ЕЕ т-1,2,--- 的 时 候 将 它们 相 加 平均 ， 则 


1 Tt. 
r =r- Р! 
这 里 ， | . 
"Ө- УУР, 3) 
ses іші - 
在 它 两 边 取 极 限 (n 一 оо), A 
n(j) = X rli) = 90) 
ieS 
最 后 我 们 考虑 正常 返 的 既 约 马尔 可 夫 链 存在 极限 分 布 的 条 
F 正如 前 面 我 们 所 述 ， 如 果 存 在 极限 分 布 ，P" 将 收 黎 于 形 如 
式 (7.51) 的 极限 . 这 时 根据 式 (7.58), УРЕ ¿j 都 有 
Ша РО) = 007) = 1/mGj,j) (7.59) 


п— ос 


H += («(2),(2),:-) 是 其 唯一 的 极限 分 布 . 我 们 已 经 举 过 一 个 
例子 说 明 周 期 性 马尔 可 夫 链 中 P" 不 收 化 于 某 一 极限 ， 这 一 般 来 
讲 是 正确 的 .而 实际 上 ， 关 于 它 我 们 还 存在 以 下 定理 . 


定理 7-8 令 i 和 了 为 正常 返 的 婚约 马尔 可 夫 链 的 任意 两 个 
状态 ， 如 困 这 个 系统 是 非 周 期 的 ， 刑 


üm P, j) = 1/m(j, j) (7.60) 


тест 


如 果 这 个 系统 的 周期 4d 2, B| Pi 让 ЖЖ. 
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на, WRG iy 为 满足 PDB j) > 0 的 1 的 最 小 值 ， 则 


d/m(j,j) (= 4) 
t PU+nd) i j) = | (7.61 
ЫР (j= 4 o 其 它 ) 


综 上 所 述 ， 我 们 得 到 如 下 关于 极限 分 布 的 定理 - 


定理 7-9 马尔 可 夫 链 存在 极限 分 布 的 充分 必要 条 件 为 该 标 
ЖЕҢЕР, 正常 返 的 且 是 非 周 期 的 ,此 时 ， F 8232588 т 
就 是 其 极限 分 布 ,， 但 此 极限 分 布 的 第 j 了 元 素 TU) 等 于 状态 j 的 平 
均 返 回 时 间 的 倒数 . 


例 7-12 087 Ж 继续 ) 本 章 第 一 节 例 7-1 的 马尔 可 夫 链 是 
正常 返 的 ， 且 只 有 一 个 等 价 类 . 所 以 它 存 在 平稳 分 布 及 极限 分 布 
т = (z(1), z (2), z (3), z (4)), 且 它 满足 平生 方程 式 = = =P. ВИ 


т(1) = 0.90л(1) + 0.10z(2) + 0.08z(3) + 0.107 (4) 
п(2) = 0.05т(1) + 0.80z(2) + 0.10z(3) + 0.107(4) 
z(3) = 0.03т(1) --0.05т(2) + 0.80=(3) + 0.107 (4) 
к(4) = 0.027 (1} + 0.057 (2) 十 0.02rf3) + 0.707(4) 


最 后 由 z(1) + z(2) + (3) + (4) = 1, 我 们 可 以 求 出 
т = (0.482,0.253,0.179,0.086) 


可 见 ， 经 过 很 长 一 段 时 间 以 后 ， 厂 家 ABCD 所 拥有 的 市 场 
EA PaA 48%,25%,18% 和 9 名 (这 个 市 场 占有 率 是 否 
正确 ， 与 是 否 在 很 长 一 段 时 间 内 转移 概率 矩阵 保持 和 恒定， 即 在 时 
间 上 齐 次 ， 也 就 是 说 每 个 人 购买 啤酒 的 频率 及 每 次 购买 量 都 相同 
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等 条 件 有 关 ). 


有 限 马 尔 可 夫 链 的 情况 ”状态 个 数 有 限 的 马尔 可 夫 链 的 平稳 
分 布 及 极限 分 布 与 转移 概率 矩阵 的 特征 值 及 特征 向 量 有 关 ， 下 面 
我 们 讲 一 讲 它们 的 关系 . 一 般 地 ， 在 实际 问题 中 ， 我 们 不 去 考虑 
特征 值 而 通过 上 面 所 述 平衡 方程 式 去 求 平稳 分 布 极 限 分 布 . 

根据 前 面 所 述 ， 现 在 我 们 只 需 考虑 系统 既 约 的 情况 、 首先 考 
察 换 灯泡 例子 的 式 (7.45). 这 里 我 们 不 用 具体 数值 而 用 字母 表示 
初始 条 件 ， 那么 仿 例 7-7 的 随机 论 动 问题 ， 式 (7.45) 可 以 通过 卷 分 
方程 的 解法 求 出 ， 即 令 


valj) = А (2+0), (1<2)5<5) 
并 把 它 代入 式 (7.45), 然后 在 所 有 式 子 的 两 边 除 执 AI, HU 


人 一 Pct+ Рас2-- jp3C3 十 pacai pscs 
с2А = ФС 

сзА = caca 

ca 一 43cs 


СБА = qaa 


上 式 还 可 用 行 向 量 c (cica ecg) 及 式 (7.44) ВАЕ BF 
P Жэ, 8 
А = cP (7.62) 


这 里 因为 c 是 非 零 向 量 ， 所 以 为 了 使 式 (7.62) RE, A 应 为 特征 
方程 式 
AI- P| = 0 (7.63) 


ісін (I 为 单位 矩阵 ), 即 和 应 为 PARE MERE P 的 特征 


160 


EA Л, А, ---, А, 且 它 们 各 不 相同 ， 则 一 般 地 ， 


ua (j) = ci AT +cjaAE + oe teà (1<)<5) (7.64) 


特别 地 ， 比 如 假定 А ЖА, 则 上 式 右边 第 二 项 可 变 为 пс АР, 

又 假定 As 2 А, WM (7.64) 右边 第 三 项 变 为 п?са АР. MÆ 

论 什 么 情况 ， 未 定 系数 (cj1,ej2,…,cis) 都 将 由 初始 条 件 算出 . 很 

BAR. ATIE valj) #E n — co 的 时 候 不 依赖 于 初始 条 件 而 收 襄 于 

一 定 极限， 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 应 小 于 等 于 1, 且 绝 对 值 等 于 1 

的 特征 值 不 能 彼此 相等 ， 但 这 些 条 件 还 是 不 驶 充分 ,因为 在 特征 
值 中 除了 1 以 外 ， 还 有 形 如 


Л = e” = cos0 +ism0 (0< 0 < 2л) 
HEHEHHE., tA 
Д" = e = cosnô + і зіп пб 


ТЕ п — оо BJ P ЛЭ + 3 — E В АН. 

另 一 方面 ， 我 们 还 知道 P 中 肯定 存在 特征 值 X = 1. 因为 P 
的 所 有 行 元 素 之 和 为 1, 特征 方程 (7.63) 的 矩阵 [XT — PJ) 的 所 有 行 
元 素 之 和 等 于 一 1 所以，、A=1 必 为 其 特征 值 . 

m E, mn 收 伍 于 某 一 极限 ， 且 它 不 依赖 于 初始 条 件 的 充 
ЕЖЕН, ЖЕЕ 的 特征 值 1 为 单纯 的 , ! 而 其 它 特征 值 的 绝对 值 
都 小 于 1. 在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 没有 用 到 形 如 式 (7.44) 的 特殊 的 
P, 所 以 它 对 于 一 般 的 马尔 可 去 过 程 都 成 立 - 特别 地 ， 因 为 平衡 方 
程式 (7.49) 相当 于 在 式 (7.62) 中 令 À = 1, e = =, ЖЕЖ т 实际 上 
是 五 的 特征 值 工 所 对 应 的 特征 向 量 . 2 

1 即 它 是 特征 方程 (7.63) 的 单 根 . 


2 解析 学 中 ， 把 满足 Pr = Ат 的 列 向 量 称 做 特征 向 是 . 而 在 这 里 因为 т 
是 行 向 量 ， 所 以 应 该 左 乘 P. 
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转移 概率 矩阵 特征 值 的 性 质 非常 重要 . 下 面 我 们 介绍 代数 学 
中 非常 有 名 的 很 龙 - 弗 洛 贝 尼 斯 定理 (Perron-Frobenius theorem). 
这 有 是 有 关 所 有 元 素 为 非 负 的 矩阵 ( 行 元 素 之 和 不 一 定 为 1) $ ñE 1Ë 
的 定理 . 现在 ， 我 科 结 合 本 书 来 叙述 这 个 定理 . 


定理 7-10 假定 了 为 既 约 有 限 马 尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 ， 
则 

(1) РАНІ, ERAS. 另外 所 有 其 它 特征 值 的 
绝对 慎 即 小 于 等 于 1. 

(2) P 的 对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 即 方程 


кР = x= 


的 解 的 所 有 元 素 可 为 正 { 换 一 名 话 讲 ， 在 7 的 所 有 元 素 之 和 为 1 
的 条 件 下 解 上 述 方 程式 ， 则 z 的 所 有 元 素 必 为 正 ). 

(3) 假定 绝对 值 为 1 的 瑟 的 特征 什 的 个 数 为 m, 则 这 些 特征 
值 是 1 的 тікі, 即 它们 等 于 : 


езтік/ға (Е-0,1,---,т-1) 


(4) Ek A= 1 以 外 的 也 МАТЕ НАЛ Т1 в 2 E 
要 条 件 是 ， 存 在 自然 数 k, В Р" 的 所 有 元 素 为 正 ， 


这 个 定理 说 明了 非 周 期 的 有 限 茎 约 杞 尔 可 夫 链 是 否 存 在 极限 
分 布 将 取决 于 转 欧 概率 泄 阵 也 是 否 是 原始 的 ,但 为 了 通过 (4) ЖІ 
定 是 否 存 在 极限 分 布 ， 我 们 还 需要 知道 P RRINE, E P 
的 所 有 元 素 为 正 的 自然 数 关 的 最 小 值 的 上 界 . РАТА Г, 那 

1 我 们 把 包 言 和 = 1 的 m 个 绝对 六 为 1 的 特征 值 表示 在 一 个 复 平 面 上 ， 


山 这 些 点 就 会 等 间隔 地 排列 在 以 原点 为 中 心 的 单 拉 网 上 ， 
2 这 时 ， REII P 是 原始 的 (primitive). 
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么 我 们 知道 下 一 2 十 2 就 是 这 样 的 一 个 上 界 . 现在 假定 ， 于 是 ， 
当天 = 1,2,… 的 时 候 ， 我 们 依次 考察 P 的 符号 ， 如 果 在 某 一 
处 所 有 元 素 变 为 正 ， 则 可 以 判定 已 是 原始 的 . 反 过 来 ， 如 果 直 到 
к= 2-21+2, 我 们 还 找 不 到 这 样 一 个 P, 则 可 以 判定 P 不 是 原 
始 的 . 


习题 7 


1. Wg 3 8. W ТИЕР T 2 S ТЕЗ Та 
ная, 3: 3 XK 9 3 Tr 2 m M XH d Z жже. 
(a) (b) 


02 0 08 0 0 05 0 0 0 0.5 
04 03 03 0 0 оз от 0 0 0 
07 0 о оз 0 0 о 04 06 о 
0 0 1 0 0 0 1 0 
о 05 0 01 04 9 1 9 0 
(с) 
0 02 03 0 05 0 0 
9 9 1 0 9 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 
0 0 01 09 0 0 0 
04 0 0 0 0 06 0 
0 2) 0 0 0 0 1 
03 0 0 0 0 от 0 
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(4) 


05 0 90 0 02 03 
0 0 001 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 9000 1 
D 07 0 0 а 03 0 
9 0 901 0 9 
9 0 010 0 9 


2. 就 第 一 题 (a) 的 情况 ， 回 答 以 下 问题 - 

(1) 斌 将 状态 按 非 常 返 的 状态 状态 集合 工 和 常 反 的 状态 举 合 
向 一 下 分 类 - 

(2) 试 将 转移 概率 炬 阵 写 成 形 如 式 (7.38) 的 形式 ， 

(з) кжжана N. 

(4) K R A BR T T ñ 2 32 S ¿ H Ë z) & 3 T X E Pr R НЕ Ж 
З ті). 

3. # £ 5 = {0,1,2 KE} 上 的 随机 和 游 动 . кЕРЖО,К Ж 
吸收 璧 ， 从 中 间 的 某 个 状态 向 右 称 动 一 步 的 慨 率 为 p, 向 左 移 动 一 
$ 8 W * 3 q= 1 -p,p = q. 

(1) R R FEDA ЛАК), (1 < ¿< K — 1). 

(2) W * A 3 ë i H £ 58 É É 3| 2 m K SE FH W $ $ Й s 
期 2 т(1). 

4. $ 9 K S 39 N BR, 3k 32 W 0 W 2 $ ë T Z * K] БК SAA 
S — T' 34 3 3k 2 шла. 恨 定 每 个 常 返 的 状态 都 是 财 的 【 单 
一 的 闭 的 状态 称 蕉 吸收 状态 ( absorbing state). 利用 本 章 第 3 节 
тыз, ВЕИТИЯ. 

(джа єтнанхайјес-тяв т ж fCj) 
构成 矩阵 Ека F— МЕ. 
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(2) 设 系 统 从 状态 iET 出 发 被 茶 一 属于 今 一 全 的 状态 强 收 为 
виена сж (M A) ж 0 mO (i), лан т020(0)( ЄТ) ж 
的 列 向 重 为 22202), 试 证 


m’ = М(2ғп - 1) 


(3) RRA 7-2 R M 7-8 MRES F. 3A RRp=g=r=l/2 
时 的 т), 

5. 接 下 面 的 顺序 жив сіу AA, WAM adl) % ғ 4) 
(Dë m 7-2)). 

(1) + P(D(i,j) > 0, PGi) > 0, P *)(ç, i) > 0. 

(2) 证 m PUm)(; j) > 0. 

(3) жая P(+m+n)(¿ í) > 0, РЕЗ”) ¿) > 0. 

(4) .证 明 41) ka (I+ 2т п) – (1+ т п) =m 6 Ж. 

(5) 证 明 d(i) 能 被 407) ЕЕ. 

(6) 证 42) = ЖО). 

6. 就 第 1 题 (b) 的 情况 ， 判定 是 否 存 在 平 牧 分 布 及 极 昭 分布 - 
如 果 存 在 ， 试 求 之 . I 

7. 埃 伦 菲 斯 特 模型 (Ehrenfest's model) ЖҰЖ 有 a + Ër 球 和 
B R. ANETE- tR, 并 把 男人 当 一 个 与 此 球 颜 色相 反 的 球 放 
到 产子 中 去 . 这 种 操作 , 无限 反复 进行 下 去 , R E E + n X W E Б 
于 中 红 球 的 个 数 为 Xn, ФА {Xunn > 0) 是 一 个 以 {0,1,2,.…,a} 
为 状态 窗 间 的 马尔 可 夫 链 ， 

СЕЛЛТЕЛЕЗ А5 Pe. 

(2) B R Z T£ RR 2 4 B 3 A. MR f k. АЖА. 

8. £ 5 $ FE $ HE FE IO RK s] O X $ + fo $ T l, ДАРЖ 
£ 二 重 概率 矩阵 (doubly stochastic). w £ # — # J 3 Д aR 
тына алая, ЕВЖЕВИЕЖЗЕЕРЯСЕЯЯ, W 
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VE F $E f MOO S $h л, B 


r(D = я(2) = … = x(a) = 1/a 
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附 ж 


А 拉 普 拉 斯 变换 


拉 普 拉 斯 变换 的 详细 内 容 及 各 种 公式 ， 可 参照 江 泽 洋 的 《请 里 
HRO 和 森 口 繁 一 等 的 《数学 公式 IL — 级 数 . миң» (ы 
RPE. 这 里 ， 我 们 仅 以 本 书 出 现 的 内 容 为 中 心 ， 简单 介绍 它 的 一 些 
基本 性 质 及 有 关公 式 ， 

肯定 函数 (H ЕШТЕ: 

1. ¿<0 ав, f(t) = 0. 

2. 从 右边 赵 近 于 上 = 0 ЕЖ, FERRE /(-Ғ0). 

3.t>0 的 时 候 ， 它 是 分 段 连续 的 ， 且 各 同 断 点 处 的 左右 极限 都 
Жж. | 

4. 对 于 革 一 实数 z, 积分 


F= f көсеш 


kak. 

这 时 ， 称 (2) 为 O 的 拉 普 拉 斯 变换 ( 拉 普 拉 斯 变换 的 参考 书 
中 ， 大 多 用 s 而 不 用 z. 可 是 在 本 书 中 ,我 们 用 z 表示 s. 注意 这 里 的 
z 并 不 是 复数 ). БӨРІ f(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 时 候 ， 我 们 可 把 
елік fb >f (2). 
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拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
1. 线性 性 质 


А) + Во) 二 AF(z)+B9(z)， (А, Вю) 
2. 微分 — RA 
а) — z F (z) — Ға) 
3. 积分 — 除法 
t i~ 
f stau = LF (2) 
Ü ғ 
4. RE 一 微分 
9 一 一 下 了 人 
а = 
f(D) > (=+) 7 G) 
5. 除法 一 积分 
TOE Г ў ийи 
6. 线性 变换 


7 一 了 (2 (а>о) 
6-0) еи у (2) (> 0) 
ertf(t) Эў (z — c) 


Т. 着 积 一 R 


f Fe- «обаа э G) 0) 


简单 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 


air D 
о Жә ж ғә 
1 1 Fleer 1 
z Cn= 1)! (z+ ay" 
1 А b 
і = sin bi а-ы 
е 1 2 
СЕЗУІ = cosb£ тұн 
eat Ll. -at ct b 
тт тыр 
гға es (z+a*+5b5 
- 1 2-ға 
je% _— 1 . -at 
(z+ at е792 0501 бағалы 


па, a WER ӘНЕ 


в 标准 正 态 分 布 的 上 侧 概 率 1-%) 


下 面 这 个 表 ， 对 于 0.00 ~ 3.00 的 z, 以 0.01 的 回 隔 纵 出 了 服从 标准 
正 态 分 布 N(0,1) 的 随机 变量 X 大 于 等 于 工 的 概率 Р(Х 之 z). W.W, 
Р(Х > 1.23) 的 值 0.1093 mA £M 1.2* f, EWA * = 3 列 的 位 置 查 出 . 
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29807 5500 0 26807 Юю, ӨМ 80 пм ogro ою 441 
59507 әю ию яң өӨ9 900 9600 97500 275500 89600: ӘСІ 


一 CoC 


一 一 一 一 -一 -- . 


695502 12907 2890 60 9090 stgo osso: р: 
18907 во юл по 5530 8900 М0 8110: 
890: 9590: 600: 69800 <%40- 1060 ° 8І600 560° 
5605 £007 0201. 8500. 95010 и 56010 Е: 
OMT IT оп о: 16017 14217 2681 ИТ: 


62817 C TOPI' БЕРІ, энс ӨМ ФИС ІС: 66517 
ПӘ 490 0991. 5991: ПІ 86217 291° 8841: 
29817 БӘС 20607 661 617 0027 еи 1902: 
Brie М0 9000, 9608 9%00 9650 4500 Фет” 
Таре" 58—27 PETO 9%0 98/2 11927 Ұн 919° 


——. m 2—_-. — 一 -一 一 一 - ，， -一 一 


(2)ф-т ЖИЫТЫиШ езу ú 
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605 6909 9%ф- 
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习题 答案 


1.() Q= ((H,H,H), (Hs, H,T), (H,T, H), (T, H, H), 

(H,T,T), (T, H,T), (T,T, H), (T, T, T} 

(2) A={(H,H,H), (H, H,T), (E,T, H), (H,T,T)}, 

BUC = {(H, H, H), (H, H,T), (H,T, H), (T, H, H), (T, H,T), 
(T,T, H)}, BAC ={(H,H, H), (T, H, H)à, 

AS U B = ((T, H, H), (T, H, T)}. 

(Au BINGC = ((H, H, Н) (н,Т,Н), (T, T, H)} 

(3) 1/2, 3/4, 1/4, 1/4, 3/8. 

2. (1) AUBUC (2) лАепВепсе (3) (АП pBn G)u 
(Ап Веас)о(АпВвпСе) (4) (ANB)U(BNO)U(CNA) (5) 
(Ап Bo)u(Asn Byyn c° 

3. Р=1- р", (в > 2) 

4. É X B — É RAAE 3 p = 0.3,q = 1—p, R| p+qp+q2p = 
(1 + 0.7 + 0.72) x 0.3 = 0.657 

5. w. 

6. (1) (2 9 0 h 8 ü а» OxB, W A B m £ Z m = s а 
传 因子 个 的 时 候 ， ü +T 33 Ол, GW 3 Bm. BISERE 
于 型 为 BB юж # P(BB)=3/22, BO # Жж Р(ВО)-19/22, k 8 2 
тж, # + i 5 О 的 概率 Р(О)-Р(О|вВ)р(вв)--Р(О|ВО) 
P(BO)=1 х (3/22) + (1/2) x (19/22) = 0.57, ñ + k 8 Ва 
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ж Р(В)- 1 – 0.57 = 0.43. 对 于 父母 血型 的 其 它 纽 合 ， 我 们 可 依 此 类 
Ж. 


(2) 根据 贝 叶 斯 公式 ， 


Р(А|АО)Р(АО) 
Р(А|АО)Р(АО) + Р(А|АА)Р(АА) 
Е 0.5 х 0.31 
7 0.5 х 0.31 + 1 х 0.08 


Р(АО|А) = 


zz 0.66 


(3) < 8 w 0 $ B + 9 8 b 5 É + ñ R t 8 T m X É p T # FG 


i ME EE U 9 T 68 W ET 8 3 W R W d D Е, 80 Ç T < í $ & — + 
KEMER. 故 由 贝 叶 斯 公式 


POCAOIAB) = OSX0,31xX0.03+0.25xX0.31X0.19 s 
5,08х0. 03--0.5х0.08х0. 1 十 5X 31x0. 03+0. 25х0.31х9.19 


20. 66` 
P(BBIAB)= ` 0. 08x0. 034-0. 5х0. 31x0. 08 
т 08-0, 03 + 0, 5 x 0. 08 x 0, 19 +ú. 5x0. 81 x 0. 68--0. 26 х0. 31> 0. 19 


2-0. 24 


L $f k mk 9 £ m 8 kk, ӘПей X +Y EAEAN 
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Род Аз), ж 


P(X =k|X +Y = 0) =P(X=k,X+Y=D/P(X+Y =) 


=P(X =k, Y =1—k)/P(X+Y = 1) 
Ak Ағ” Ой + А) 
=e AM L ，- 一 Xz (А ФАА) А1 f Ар 
° MA Ti 
а: БОЕ СЕС 
а-а Аы 5 + Az 


即 蕊 的 来 并 分 市 服 从 二 项 分 市 B; А/О, + Aj). 
2. + k 30; HA kh, ж 


P(X = k) 
-YPX =Z =P= Ў pa- pi enaA 
1=0 Бек ` 


=e QD" L. стар" ос-ән- = ea- 和 Dp) 1-p) _ Ap (Ap) 


(Ik k! - ы 
қ X HM 1 h E Я ж Ро(Ар). 
З. (I) + k 2 pA RER, 4-1-р,Ж 


P(X > 1+k|X > 0) =P(X > >і4- k)/P(X > > D 
= s q “Уч "p= gtt/g = q 
rk=1+ k m=i 
(2 + = я ФАЗИ, м 
P(Y > z +z|Y 2 z) =Р(У > z+2)/ P(Y > ғ) 
=e (2+9) fe—oz 


— x 


ше 


ЖЕН, Ес-ТожаФ, W 9 2 é Fü P. 32 FO 6 WO £ X — ñ жа 
+, #@ fl + k á € X W$ 8 # x. 
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4. + g(D = P(z= > 1), 4 g(n + m) = g(n)g(m). x + m = 1, 
则 g(n + 1) = g(1)g(n), 9 (g(n)) зек», & Ç T D # # 
s(n) = aq" 的 形式 。 因 为 9(0) = P(z > 0) = 1, ë a 3 1, тж 
Р(2 = k) = P(z > k) — Pir > k + 1) = 9" -gtl = рак X E A. A 
条 分布， 

5 Y жж Y = (—lgX)+:-: + (— log X.) жа, W 
一 log X, 服从 指数 分 布 Ех(1), KY 8 A p 2 Фф G(1,n). 

8. P(Y < s) = P(Y Sy, Yn < y) = PO < 3): - P(Y,, < 
у) = {Fy}. 
Р(2 < z) = 1- Р(2 > z) =1- Р(Х >z, Xa > z) 
=1- Р(Х > z) Р(Х > z) =1- {1 — F(z))". 

7 WEAR, W X F ña m Kk P- 3 P-1(y) = inf[z|F(z) = 
у). 


0 


P(Y < y) = P(F(z) < у) 
=P(X < Е-1(у)) = Е(Е-1(у)) = у 


w Y RA U(01) >ж. 
8. РО < u) = f f- жуса f (z, у)дтду 

Фістіу, ЯМЕЖХХАҒед ЖНА ЖА, и P(U < x) = 

Jdt fo f(z,t 一 z)dz, вна, W fu(u) = f” f(z,u — z)dz. W 

理 对 于 V,W,Z, 地 其 中 的 一 个 积分 变量 为 т-у, ху, Yy T, W ST sJ ц 
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FHE. 
fv o) = Г Жа,с- u)dz, Леар) = Г L fæ, w/z)dz 
fz(z) = Г f(z, zæ}dz. 


> BA 
Q= – 2p(Ž — -№ =) + (0-82 27232) 
205 2 (= арфа Sp 
E 


x) = tiay = еы 28у 


х 1 ех [-lo,Jd 

-œ w 279041 — p? P 2 1 У 

国定 z 则 最 后 一 个 积分 的 被 积 函 教 担当 于 正 态 分 有 的 概率 密度 下 
K, PRAWY 1, Ин 


ж) Ес eps (Ens 


w X ë 3k & жж Nuo?) на, Y W 3 k 2 39 BO A N( uo, 02). 
10. 外 为 P(V < v) = P(V2 < 52) W = V2 = Xi + X2 + X2 


3 
NL JA #p m 1 С(252,5), * 
р / 
P(V <) = f FG7 (R) w expl- аш 
# W 3 XX T+ o ФУ, BJ Vawsúmsaagann (s 
d _ 2 
Қа) =E). тала Фа 3) аума рың 25] 
= М2/" p expl- =) (s > 0) 


өз 
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11. +. 
12. 指数 分 布 Ех(о) 


习题 3 


1. + g(X) É 82 f нош, l, 3 $ g(X) tb K $ 5 # 8 a hlu, 
则 hiu) = P(g(X) = ш) (3 = 0,1,2...) *f-+T É É H X 6 j, + 3⁄4 K 
я(э)-ө @ АВЖЕЖ KOG), M h(u)= Y Қау 


kë F (j) 


BOOD =) ом) = У SO Аъ) 


КЕК) 


-5 >` ЖБТ 
3 жек(р 

2.5а-і-рй E(Y) = УХ „Кар У акр = (9/р)01—9). 

3. E[(X — с)?] = PIX? — 2сХ +2] = с? 一 2eE(X)+ P(X2) 为 ec 的 
ЖЖ, W ü c= E(X) 的 时 候 其 值 最 小 . 

4. 设 相 互 独 立地 上 服从 几何 分 布 Gep) KENEEN, X 之 和 
为 W) Y BO A NB(r;p) ӘЖ, m E(Y) =r- E(X,.) = rq/p, Уа(ҰУ = 
r- Var( Ху) = rq/p2. 

5. Е(2) = E(X) – рЕ(Ү) = 9, Var(Z) = Var(X) + ЗУа(Ұ)- 
2oCov(X, Y) = 1+ -20 = 1—p?, Соу(2,Ұ) = Cov(X,Y)— pVar(Y) = 
p— р = 0. 

6 因为 对 于 所 有 实数 t, EOX + Y)'Y = EIX’? + 2E(XY)t + 
E(Y2) > 0, Ж (E(XY)) 一 E(X2)E(Y2) S 0. 等 导 成 立 的 时 候 ， 判 出 
RAEO, птах, EA ЕХ +Y52) = 0, k M ¿X + Y = 0, 
Ш X 5 Y K R. Bl. 

7. 令 Xi, Xa МИЯ рі, ио, 3 + X = X. - ц, Y = XY — u , A 
f 38 = (1 X m: k — ЖЕЖ Ж h, 5 X; шу Х-ро MR V 8, 
HB K 9 9 É X E (А) KHR, MEKA (I) 
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8 由 定理 3-4 


Е(8м) = У E(SN|N = n)P(N = n) = npnP(N = n) = E(N)z, 


的 三 说 n=0 


Е(5%) = E(SRIN = n)P(N = n) 


并 二 和 办 


= [Var(Ss|N = n) + (Е(ӨміМ = n)P]P(N = n) 
= në + (nuP]P(N = n) = E(N)? + Е(М№2)р? 
т--0 
Ж Уаг(5м)- E(S%) — (Е(8м)) = E(N)62+ 
(Е(М?) ~ (ЕСМ)? ы? = E(N)ë° + Var(N)p?. 


9. (1) 
У: -RY У(Х — u) - (X - n) 
itl i=l 
= (X, — ш)? — 2(X — u) Ух, n) 
+ n(X — пу? 


再 У (X, — n) = n(X — u), ж 5:400- X) = y - а)? – 
n(X — př. А а 
(2) ЕГУ (X; ~ XY] = ES х; – ру] — Eln(X — ау] = no? - 


іші ізі 
ҺЕ(Х-ы)1. ж, Ағажан Жа тело”, к Е(Х-ау! - 
с/т, ЕУ (X: — XPP] = (n ~ Deo? 


i=l 


10. 


Р(Ү|> 1) Р([Ү| > 2) PUY|> 3) 
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很 显 热 ， 灶 对 所 有 人 分布 的 上 界 评 咎 值 与 某 一 特定 分 布 的 概率 信之 
ШЕЛЕК 


м в 4 
1. (1) p/(1 — qz) (2) ж. (3) Giz;r) = p /0 — aY (4) 因为 


G(zir2) = Glz; 十 ra), ж (X T r) 具有 再 生性 . 
(5) p'/(1 — qz)" = (1 — Ary HL- (A/r)z)” едет -ез-Ә 


2. (1) қыр) ж 0.785 (2) 1 — «90-42; ж 0.165 (3) 1 — 
(27—70) 0057. 这 此 分 市 都 其 有 再 生性 ， E € h E # Z 9 + W N 


上 从 邮 一 和 分布 的 多 个 随机 变量 之 和 的 分 布 ， 喜 可 利用 中 心 概 限 定理 . 
3. (1) (1 — 2) = qo + Š (gr — аьа) 


=1 700) + У [fz = 1 — a(z). 

(2) нж (4.1), (1) = С" (1). 在 (1 — z)Q(z) = 1 G) SAH 
Яо жж, 3 z 1, H 2Q'(1) = G1), т fa (A.8),(4.9) ， 我 们 得 
到 (4.45). 

4. (ужіхнетинек, 分 ”1” 出 现 和 ”1” 没 有 出 现 两 种 情 
Z + * p. 


(2) Æ # (4.46) Виж zk. REE k = 12, co 可 以 得 到 
Alz) = = 1 C (S/6)z | 
(11-(2/3)4(1-4) 
(3) 对 A(z) 进行 狼 数 展开 ， 则 


1 1 
Аб) = =[T + га у= 150+ Қыры 
m a = LD + (21 
5. (D E£ X n kE BDM E, KENTHES, BJ Z x g 
т 1,т,7+1, o n—1 & ERARE, S: 3 Kk Ет 1 ЖЕЗ, F. G RB 
ЖЕХЕп-КжЕНА 5 E ük O p| & r -— 1 3 £ $R, W £ Z É = + 3 
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r— 1 
N ). 


5 É 8 K K M 8 r f 0 3 кИ) жж (xa 
# lH + K3 2 2, а па Ж (4.47). 

(2) ж Ж (4.47) HE ntl $ ËR n, 并 特此 式 与 式 (4.47) 进行 比 获 
RT. 

(3) жж (алауы Aiku zH, @ 86 $ n = 0,1,-..,co, PTA 
到 结果 . 

(d) K F A M = (4.49) ， 并 利用 p(z;1) = z. 

(5) # Ж (4.50) 写成 如 下 形式 ; 


ғ--1 


P(z;r) = z Пі: 


j=1 
这 里 ， z" 为 取 7 值 的 概率 分 市 的 母 函 数 ， (1-;/МУП-()/му 为 
几何 分 布 Gett 一 j/N) ижа ш. 
6. * Ë É& $ s| r 9 8 2 É $ b 9 ER — НЕЖНИ А 
的 & й (k), 


rm—r+1 


рът) = 3 (1-5) P(n— kir- 1) 
k=1 


由 于 母 函 教 满足 P,(z) = Tz) 54-4 РА), & P.(z) = 


ғ 


Ms(6) = E|exp(0Ss)] = 》 Е(ехр(Ө5АДІМ = n]P(N = n) 


n=0 


= ` (Mx(0))" P(N = n) 


тіле 
-ЕПМх(ӘУУМІ = Әм(Мх(Ө))Ь 
对 日 求 导 ， 则 
Mx (0) = GN (Mx (0)) MX (6) 
Ms(0) = G%(Mx(0)H Mx(0))? + Gh (Mx (ON МУ (0). 
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ЕШ, 60-0, 并 注意 到 Мх(0)-1, Ml 


ElSw) = E(N)E(X) 
E(SK) = E[N(N — D](E(X)) + E(N)E(X) 
= E(N2)(E(X))2 + E(N)Vaz(X) 


于 是 Var(Sw) = Е(5%)-ЧЕСЗӘР = Var(N)(E(X))? 
-ЕСМУУаг( X} 

8. + X ñ 8 E 8 $ 3 ФХ(), Wa 
Xi + X: +: Хы 


т 


#X(t) -Еехрй t} 


t TF t 
= П верир = ЦС) 
k=1 k=1 
. t £ а . 
=[ехр(ішс — elz M" = exp[š#t — altl} = p(t). 
W; X s Xi 等 服从 同一 分 布 ， 
Э. 令 了 et 的 特征 函数 为 piti б, rin), M 


Pitis ta,- .. sa} 


= Е[ехр{з 5 АЛАН = Е|ехріз > ta >а] 


k=1 


=Elexp{i УЗ trari) X3} = П Беке” #каь Ху) 


3=1 k=1 k=1 


-Пегі-0- rakj} } = exp(—z 55 һам)? 


ілі J 二 1 іші 


YY tarj) = LÈ і.аьу ЭЭ паг) 


ісі в-а i 


= У 5 tkt > аруу. 


k=1 1-1 
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再 由 正 交 条 件 ， 它 等 于 t, ж 


k=1 


plti, іні = exp{—z уф 一 TESES 


k=1 


Ep Yi, Yz, Yn 相互 独立 地 服从 N(0,1) аж. 
习题 5 


1. (1) e S2(5AY1/4!. 
(2) {е 55А) A} {е72:8%(2.5А)2 21}. {e745 {4.5731} 
(3) е77А(ТА) 5! (4) БА (5) БА (6) 4+ 5л 

2. 令 最 初 的 公共 汽车 出 发 时 剂 为 时 间 的 原点 ， 并 令 时 蓝 芋 为 止 所 
HEERA Л), 又 令 下 一 辆 公共 汽车 的 到 达 时 刻 为 工 . B| ЕҢМ(і)) = 
t, E(N2(t) = t + 2. END) = Е(Т) = 10, ат») = E(N? (è) 
—{E(N(T)}, E(N2(6)) = 1 fÉ? E(N? (D )dt = LË Ep = 10+ 304, 
所 以 Var(N (t)) = 11.3 

з. 因为 Ма) – М) 5 М) # Z, EHN(t+ s) — МРС) = 
E[N(t+ s) — №): ELINGE] = Аз M X ñ + ENG 5) – N() М) = 
E[N(t + s)N(t)) — E[N (t). 所 以 


Cov(N(t — s), N(t)) =E[N(t + ауу )- E[N(t + s))E[N(0)) 
一 Xs M + [Mt + (A8) — X(+ улі = Xt 


4. 外表 3-1(Ь), Е(2) = 3/5, Уаг(2) = 1/25, & E(Y) = 40(3/5) + 
10 = 34, Yar(Y) = 402(1/25) = 64. X. H +T 1 j. L Éq 84 Ж Ем Ж Ж 
学 期 望 为 30 辆 ， 故 由 式 (5.22) АЖ (5.23), 加 油 总 量 的 数学 期 望 及 方 
差分 别 为 30 .34 二 1020, 30- (64 + 342) = 36600112). 

5. 直 р„(5 + h) = р„(3)(1 — АА) + ра-1(3)Аћ + o(h) 


Pala + h) — pals) ә) 
h 


= -Ара(5) + Арһ-а(8) + р 
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令 h — 0, М 
pals) 一 一 Xpnfs] + Хра-1(8) (m 2 1) (5.27) 
Жж, ==0% É, 
pols) = —Apo(s) 
RH 3 po(s) = ро0е 2 = е^. Ж Ж (5.27) 中 令 w = 1, 我 们 可 以 求 


出 pifs) = Xse"2”. B m, 我 们 还 可 以 求 出 


Pals) = C e 28 


6. (1) k. (2) po(t + h) = рә 0(1- Xh) + pi (ijeh — Ah) + o(h). 
(3) 
[ а palt) = (p+ рь) + ран) + Ара) өзі 
po(t) = —Xpolt) + upi (t) 
(4) 
(р + Apa + upaqa + Ара-1 = 0 (m 2 1) (а) 
-Apo + pp1 = 0 (**) 


(5) Ж (*) 可 写成 一 Apn + Арата = 一 和 pn-1 + Ара не. Ен ж (**), 
我 们 知道 对 于 所 有 my 一 Xpn 十 Hpn+l 一 0 В pn+l = (А/мур», (pay 是 公 
比 为 p= 二 和 /4 的 等 比 数 列 ， H ра 可 表示 成 pn 二 p"po 的 形式 . жт 


Y r = 1, 2 t p 应 该 小 于 1. ын YU ра = po /(1 — р), po = 1 — P. 


=0 
pr = (1 — pje”. 


习题 6 


2 


一 名 
L J (2) = Gm OS areara T ila a 


(z + 3) + 1 


СЕЗЕ 


mit) =z [2t — 1 + e`" (cos УЗ + = sin v 3t)] 


一 二 [2 -1+ D соз(у/3# 一 =J 


3 


2. Юж m(t) ИНЖ А m (z) = X/22, тж (6.13), F (z) = 
z m. (z)/(1 + z m (z)) = Ае + А). Ë 5 8 h S E $R AA у) = Xe At 


3. 通话 结束 时 乾 的 序列 为 再 生 过 程 ， 再 生 时 间 问 了 赐 的 均值 2 = 
1⁄X + Е(Ү), ж 8 ж (6.19), танта Ж. 


4. (1) 令 最 初 电话 打 来 时 刻 为 五, 则 、 
4 
m) = Í BINOM = ета 
0 


X th T k t 6 8 š Z sh b| t Ë Еж 3 1— G(t— s). Ж ЕШ = s| = 
1 x [1 — G(t — s)] + m(# ғ) 

~ 1 ~ А А 
m (z) = А2 G (z)]Ë = m(t) = А Је ~ Сағ 


+m (2) = 


1 [Ga 


5. (1), (2) $. (3) m (z) = = P 
1-47 (2) 


(4) z — 0 ж, 170 0/0 ғанжатаан, RRR 
值 为 
- F (=s = n. # 8 8 6 8 а/а). 6. (1) ванн 
D, й E(D) = J” P{D > u)du = 
J U- F(u)du]. 再 考虑 利用 此 式 上 与 【6.30) Ж. 


(2) в. 
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(3) EL # B # 9 5 E| 2 86 8 3 а 3 


ә со [k+ ІІ” 
/ [1 — Giat = > [1 — сауа 
о к-оУ FT 


-5 一 F'(ry]° "1- а 
Dh ғо) / [~ F(u)jdu 


/ 1- ҒішДаш/Ғ(т) 
Q 


再 考虑 利用 上 式 与 式 (6.20) 即 可 . 
(4) $ F(u) =1-e7™", 则 Ofr) = Да(-е”М)ев (1-е). 
B t 37 6 b R жай. 
7. (1) * % 3 5 NAST, M| 


т (t) - ЕТМ = зјағ(ѕ) = Г ва + N(t — ѕ)}2Јағ() 
` 0 о 
=F(t)+ af т(%- s)dF(s) + 了 ті(і- s)dF'(s) 


3 Ç 89 S h 8 NO MO OK R, M Mo (z) =f (z)/z + 2 ñ (2) f (а) Ma (аг) F 
(z). 再 根据 式 (6.13), me (z) =m (z) + 2 M (z) ` z (2). $ E 3 YL S * 
# É ST 8 S| ЖШ. 

(2) WO 8 3 #* # 8 W R 2. W l T DO B т. (2) 的 展 式 ， 最 后 
再 通过 逆 变 换 可 以 求 出 mat). 

GNG) пет < t, E T, # R Z Ë z N M B| — HAN n + 
MNRE E, КАРОН Rm. EAE ЕОМ) = t/n ОЙ), 
Var(N(t)) = m(t) — (r(t))? = to2/u + O(1) 

8. (1),(2) ж. 

(3) R Шан 严 *fz) 一 zF"(z) = f°(z). 

(4) Ж Я Ж. (6.36) 和 (6.37). 

(5) F" (=) = pz/(1—qz), m"(z) = pz/(1—z)° = pz(1+z+z2 +-...)2 = 
pz(1 + 2z 十 3z2 十 .小 ， mik) = Ер. 
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习题 7 


1. (а) {1,3,4}: ЕЖЖЕҚ, 4-1 {2}: 非常 返 的 ，d =1; {5} 非常 
Z, 4-1. (b) {1,2,5}: 正常 返 的 ，d=1; {3,4}: 正常 返 的 ，d=1. (c) 
{1,5,6,7}: 非常 返 的 ， d=2; {2,3}: E W ак, d=2; {4}: WEAH, 
d=1. (4) {1}: Ф, d=1; {2,5,6}: 正常 返 的 ，4d=2; {3}: 正常 
返 的 ， d=1; {4,7}: 正常 返 的 ， 4-2. 

2. 1) T = {2,5}, S— T = {1,3,4}. (2). 


(3) 
2 5 
2 [оз o 
а l [ов o 
ve-om = 而 | | 
(4) 


т(2) 1 1 | 06 10/7 
= N = --- шш 
(| B ЕМ | | 
3. іу 如果 1 二 0 或 为 К, W 
А.) = р + 1.1) + af(i — 1,D (i) 
这 里 ， 
差分 方程 式 G) 的 特征 方程 为 入 二 p ta RESAS A= g/p， 所 
а, AAAGH PL 2 R H А,В. 于 是 


| í _ K . і- i 


(2) аат 6 т(0) = m(K)=0 F, Ж mli) = 1+pm(i + 1) + 
А у K 1 (9/р) 1 
п -) ET. ЖЯ ті ср-9 1-(9/р)К р-9 
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A. (1) £ € T, jE 5-Т, M fi) = P Ј) +57... Pi kfk, 3). 
mH E 2 Z. 则 P = R+QP., 9 F = (1 —Q)'R = NR. 
(2) mG) = Y  PG,j) x 1? + DO PEKE + A]. 这 里 ， 
365-Т кет 


Ak 为 从 点 出 发 和 到达 S T F S 5 S 59 ЖИ, 
E[(1 + Аһ)2] = 1 + 2k) + m 22 (k). 因而 mP (q) = 1+ 
2 PG k)m(k) 十 >》 P(iR)m (к). M 8 БЖ, M| т) = 1+ 


ЕТ кет . 
Әт + Оза. 再 由 式 (7.40) m = N1, Яң *T # s| FC A. 


(3) 


ра ғ” rq 
P= NR= т... pq pr 4 |, mo = 
р рг pe 6 
5. (1) ж. (2) РО 2 {PGF > 0. 
(3) Рб") > POG pP AM Ре GD > 0. 其 他 大 局 ， 
(4) 因为 (L+ m + n), O + 2m + n) ЕИ dG 整除 ， 故 其 益 也 能 
被 d(i) Ж. 
(5) 上 式 对 于 任意 满足 PIU > 0 8 m ж, ж 4) Ей 
dli) £ Ë. 
(6Ji n j ER, а) #= # ë d(;) «ЕБ. Ян d(s) = 40). 
6. E 3 EK 2 W 4 82 D 8. HOT T É $ R B ӘЖ. w +T S + % U 
Žž, W #* R XK Ü #Ë# 2 H 


r(1) = 0.5=(1) + 9.5zz25) 
п(2) = 0.3=z(1) + 0.7=(2) 
т(5) = т(2) 
т(1)--я(2)-ыі(51-1 


= =(1) = л(2)  я(5) = 1/3 


т(3) = 0.42(3) + 0.6=(4) 
т(4) = я(3) = л(3) = л(4) = 1/2 
п(3) = п(4) = 1 
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ЎТ О0О <0о0 <1# ЕЖ w, miw) = (м/3,4/93,(1- ш)/2, (1 — ш) 2,043) 
аваж. яи, За A. $ (1,2,5) ERREF (1-0) А 
每 价 类 {3,4} 出 发 时 ， Ша P(X, = i) = т (à). 

7. (1) ж. (2) B 35 z À É 8 X B s A, B M N NS 2, ТЖЕ 
Еж, fk e Ü S h. ТЖЕ Я 


л(0) -(1/а)т(%, (а) = (1/а)л(а- 1), 
п) =0 н) + тж GLa- 
Ж >, “ә-( N үз m m É 2 $ S S ME а/2 сж. 
J 


8. jk Z É E E X ë 8, WO S 5 mt m 0 $. H T E * f j É Е 
-#. 很 显然 ， 其 解 为 m= (1а, l/a, 1/a). 
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